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Contenu de l'annexe

Le chapitre 3 se concentrait sur l'étude des temps de première division des cellules souches et
progénitrices (HSCP) dans le cas d'échantillons issus de sang de cordon.
Ici, nous nous intéresserons à des prélèvements de dons de moelle osseuse de di�érents individus,
pour lesquels il y a une forte hétérogénéité. Nous explorons alors l'utilisation d'une méthode d'es-
timation Bayésienne hiérarchique. Nous simpli�ons cette étude en utilisant un modèle simpli�é
pour la modélisation des temps de première division des HSPC, à savoir un modèle log-normal
dont le paramètre σ quanti�ant la variabilité sera �xé égal pour les trois types cellulaires.
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1 Données expérimentales

Les données utilisées dans cette annexe proviennent d'échantillons de sang issus de dons de moelle
osseuse. A chaque expérimentation correspond un individu. Contrairement aux prélèvements de
sang de cordon issus étudiés dans le chapitre 3, ici les individus ont des âges di�érents, justi�ant
la plus forte hétérogénéité observée entre expérimentations. Les données sont représentées sur la
�gure 1.
En plus de la plus forte hétérogénéité entre individus, notons également des temps de première
division en moyenne plus élevé.

Figure 1 � Temps de première division des HSC* (gauche), MPPs (centre) et HPCs (droite)
en fonction des individus. La ligne verticale correspond à la médiane. Les valeurs en grises sous
chacune des distributions indiquent le nombre de données disponibles pour ces individus. Les
distributions plus claires à droite de chacun des graphes correspondent à celles obtenues en
regroupant tous les individus (pool).

Le dataset présenté dans cette annexe comporte 921 observations. Parmi celles-ci, 326 corres-
pondent à des temps d'observations de HSC, 307 à des MPPs et 213 à des HPCs. Les 75 données
restantes sont labellisées "NA", ce qui signi�e que la première division n'a pas été observée sur
les 96 heures qu'a duré l'expérience. Il est possible que la première division n'ait pas été observée
pour di�érentes raisons (cellules qui sortent du champ de l'appareil par exemple) mais que les
divisions suivantes aient été observées (dans 3 cas). On exclut ces données.
Dans 30 cas, nous n'avons pas non plus d'indication sur des temps de divisions ultérieurs
(deuxième ou troisième division), mais l'information comme quoi la taille de la colonie à 96
heures est strictement supérieure à un, ce qui signi�e que la cellule s'est divisée, sans qu'on sache
à quel moment. Ces données sont exclues.
Finalement, on se retrouve avec 42 observations labellisées "NA" (25 pour des HSC*, 16 pour
des MPPs et 1 pour des HPCs) que l'on considère correspondre à des divisions survenant après
96 heures.

2 Données poolées

2.1 Modèle simpli�é

Nous considérons ici que les temps de première division, pour chacune des populations de cellules
(HSC*, MPP, HPC), sont distribuées suivant une loi log-normale de paramètres µ et σ (ces
derniers paramètres étant fonction de la population de cellules considérée).
Nous considérons les données de patients poolées ensemble (voir Fig. 2).
Nous pouvons alors calculer numériquement (en utilisant l'algorithme CMA-ES) la vraisemblance
pour en trouver le maximum, et nous obtenons �nalement les résultats suivants :
• Pour les HSC* : µ̂ = 4.16, σ̂ = 0.279 et un maximum de log-vraisemblance valant -1421.44
• Pour les MPPs : µ̂ = 3.98, σ̂ = 0.374 et un maximum de log-vraisemblance valant -1363.99
• Pour les HPCs : µ̂ = 3.57, σ̂ = 0.319 et un maximum de log-vraisemblance valant -820.57

2.2 Simpli�cation additionnelle du modèle

On se demande alors si on peut simpli�er ce modèle, en diminuant le nombre de paramètres à
estimer, par exemple en considérant une valeur σ commune aux trois catégories de cellules. Dans
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Figure 2 � Distribution des temps de premières divisions pour les HSC*, MPP et HPC. A
noter que certaines divisions survenant après 96 heures ne sont pas mesurées, et donc ne sont
pas représentées sur ces histogrammes, qui doivent donc être considérés comme potentiellement
censurés.

ce cas là, l'estimation est conjointe. En utilisant ici encore l'algorithme CMA-ES, on trouve, au
maximum de la log-vraisemblance (valant -3619), σ̂ = 0.326 et une valeur de µ̂ égale à 4.17, 3.98
et 3.57 pour les HSC*, MPPs, et HPCs respectivement. Ces valeurs sont quasiment les mêmes
que celles obtenues précédemment. Les résultats des ajustements aux données sont présentées sur
la �gure 3, où l'on compare le modèle simpli�é avec un paramètre σ commun aux trois catégorie
de cellules vs le modèle plus complet.

Figure 3 � Ajustement aux données du modèle log-normal. De gauche à droite, données des
HSC*, MPP et HPC. On compare le modèle à 6 degrés de liberté (courbes noires), avec une
valeur de σ propre à chaque catégorie de cellules, vs le modèle simpli�é (courbes en tirets) où le
paramètre σ est commun aux trois catégories de cellules.

La log-vraisemblance du modèle à 6 paramètres est la somme des trois log-vraisemblances cal-
culées de façon indépendante, et vaut -3606. Elle est bien sûr supérieure à celle que l'on obtient
dans le modèle à 4 paramètres, mais ce dernier est aussi plus parcimonieux. Pour comparer ces
deux modèles, on peut appliquer des critères classiques de sélection de modèle, par exemple le
critère d'information d'Akaike (AIC) dé�ni par [1, 2] :

AIC = −2L(θ̂) + 2k (1)

avec k le nombre de paramètres à estimer, ou encore le critère d'information Bayésien (BIC),
dé�ni par [6] :

BIC = −2L(θ̂) + k · log (ND) (2)

avec ND le nombre d'observations.
L'application de ces deux critères nous amène à sélectionner le modèle à 6 paramètres. Celui-ci
serait plus précis pour décrire la dynamique de division des cellules. Néanmoins, dans l'optique de
développer un modèle plus complet de prolifération et di�érentiation, il reste préférable d'avoir
moins de paramètres. En plus du compromis entre parcimonie et qualité de l'ajustement aux
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données (tel qu'évalué par les critères BIC ou AIC), les aspects computationnels devraient éga-
lement être pris en compte. Un modèle avec plus de paramètres convergera plus di�cilement, en
un temps plus long et prendra plus de place en mémoire.
Vu que les estimations restent satisfaisantes avec le modèle à quatre paramètres, c'est ce dernier
que nous utiliserons dans la suite. Notamment en vue de prendre en compte l'hétérogénéité entre
individus, et donc de subdiviser notre dataset actuel (donc de réduire le nombre de données
disponibles pour chaque estimation).

2.3 Estimation de l'incertitude sur les paramètres

Étudions maintenant un peu plus le modèle sélectionné précédemment (à quatre degrés de li-
bertés), en essayant de quanti�er l'incertitude que nous avons sur les paramètres. Pour cela,
nous nous plaçons dans un cadre Bayésien. Le vecteur de paramètres θ est maintenant consi-
déré comme un vecteur aléatoire dont nous aimerions déterminer la loi a posteriori, c'est-à-dire
sachant les données :

P[θ|D,M] ∼ P[D|θ,M] · P[θ] (3)

Le terme de droite fait apparaître la vraisemblance P[D|θ,M] ainsi que P[θ] qui correspond à la
distribution a priori des paramètres (prior). Ici, nous choisissons cette dernière uniforme.
Pour estimer la loi a posteriori, nous échantillonnons dans cette loi en utilisant une méthode
Markov Chain Monte Carlo (MCMC), à savoir l'algorithme Metropolis-Hasting [7].
Nous exécutons l'algorithme Metropolis-Hasting sur 300,000 itérations. Nous monitorons la bonne
excéution de l'algorithme en véri�ant que le taux d'acceptation est satisfaisant et que les chaînes
MCMC explorent su�samment l'espace des paramètres (Fig. 4 gauche et centre). La convergence
de l'algorithme pourrait également être évaluée en calculant la moyenne ergodique des paramètres
au cours des itérations. Ici, nous avons initialisé l'algorithme à des valeurs proches du maximum
de vraisemblance, à partir des résultats obtenus précédemment, ce qui permet d'obtenir une
convergence rapidement. Nous obtenons alors les distributions a posteriori des paramètres (Fig. 4
droite et Fig. 5). Finalement, en échantillonnant dans ces distributions, nous pouvons propager
les incertitudes des paramètres vers la sortie du modèle (ici les densités de probabilités des temps
de première division des HSC*, MPP et HPC) et nous obtenons les résultats de la �gure 6.

Figure 4 � Monitoring de l'exécution de l'algorithme Metropolis-Hasting. A gauche, taux d'ac-
ceptation au cours des itérations. Au centre, chaîne MCMC générée pour le paramètre σ et à
droite, distribution a posteriori qui en résulte.
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Figure 5 � Estimation de la distribution a posteriori du paramètre µ pour les HSC*, MPP et
HPC (lorsque les données sont regroupées (poolées) ensemble, pour l'ensemble des individus).
On observe clairement que les divisions sont plus rapides pour des cellules moins immatures.

Figure 6 � Confrontation du modèle Log-normal avec σ commun (4 degrés de libertés) aux
données des HSC*, MPPs et HPCs. On représente un intervalle de crédibilité à 95%. La ligne en
tirets correspond à la courbe médiane.

3 Prise en compte de l'hétérogénéité entre individus

3.1 Représentation des données à l'échelle de l'individu

Jusqu'à présent, nous avons considéré les observations des temps de première division des HSC*
(puis des MPPs et HPCs) issues des prélèvements de moelle osseuse, sans prendre en compte
que ces prélèvements provenaient de di�érents individus. Nous avons donc regroupé les données
ensemble, négligeant l'hétérogénéité entre les individus. Nous remettons en cause cette hypothèse
ici, et cherchons à étudier plus précisément cette hétérogénéité. En séparant les observations selon
les individus, nous obtenons les distributions de la �gure 1. Visuellement, les distributions des
temps de première division sont assez proches dans le cas des HSC*, et semblent plus hétérogènes
dans le cas des MPPs. Si on e�ectue un test de Kruskall-Wallis[9, 12], on rejette (avec une très
forte signi�cativité quelle que soit la catégorie de cellules considérée) l'hypothèse selon laquelle
il n'y aurait pas un individu dont la distribution dominerait celle des autres.
Si on e�ectue des tests de Mann-Whitney [13, 11], comparant les individus deux à deux, les tests
nous conduisent également dans plusieurs cas à rejeter l'hypothèse selon laquelle les distributions
des temps de première division de deux individus sont proches.
L'hétérogénéité entre les di�érentes expériences (à un individu correspond une expérience) n'est
pas surprenante, et la multiplication du nombre d'expériences augmente le risque d'hétérogé-
néité. Elle peut s'expliquer par des di�érences dans les expériences elles-mêmes, mais aussi pas
la variabilité inter-individuelle, ou encore par le fait que les prélèvements sont issus d'individus
d'âges di�érents, sachant que l'hématopoïèse s'altère avec l'âge [3].
Malgré l'hétérogénéité entre expériences, en biologie, il est souvent nécessaire de quand-même
regrouper les données ensembles pour pouvoir les exploiter, comme nous l'avons fait jusqu'à pré-
sent. Il est cependant important d'être conscient des limites éventuelles de cette approche.
Ici, nous allons étudier deux autres approches. L'une vise à considérer les individus indépendants
les uns des autres, et à faire des analyses séparées pour chacun. Bien sûr, cela augmente signi-
�cativement le nombre de calculs à e�ectuer, tout en augmentant l'incertitude sur les résultats
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car diminuant la quantité de données disponibles pour chacun. La seconde approche est inter-
médiaire entre regrouper les individus ensemble et les considérer indépendants : elle introduit un
e�et populationnel. Plus robuste, elle est aussi plus compliquée à mettre en place.

3.2 Individus considérés indépendants

Jusqu'à maintenant, on avait regroupé les données des individus ensemble (pool) pour estimer
les paramètres du modèle log-normal (à quatre degrés de liberté, avec σ commun aux HSC*,
MPPs et HPCs). On peut adopter l'approche inverse, et cette fois-ci considérer tous les individus
indépendants les uns des autres. On estimera alors des paramètres propres à chaque individu. On
multiplie donc le nombre de paramètres à estimer par le nombre d'individus, et chaque estimation
se fait maintenant sur un jeu de données plus réduit. Cette approche augmente donc le risque
d'over�tting (sur-ajustement aux données) et l'incertitude sur les estimations.
Après exécution de l'algorithme Metropolis-Hasting (idem que pour l'estimation poolée), on
obtient les résultats de la �gure 7. On peut notamment observer une incertitude plus forte
lorsqu'il y a moins de données (individu #45 par exemple).
Sur les �gures 10, 11 et 12, on montre comment le modèle s'adapte aux données des HSC*, MPPs
et HPCs respectivement.

Figure 7 � Distributions a posteriori des paramètres µHSC* (en haut à gauche), µMPP (en haut
à droite), µHPC (en bas à gauche) et σ (en bas à droite) dans le cas d'estimations indépendantes
pour chacun des individus. La ligne verticale sur chacune des distributions représente la médiane
et les quantiles à 2.5% et 97.5% (elle sera utile pour comparer avec l'approche hiérarchique, voir
Fig. 8). Les distributions plus claires à droite de chaque graphe représentent celles obtenues en
regroupant (poolant) les données des individus (elles correspondent aux distribution de la �gure 4
droite et 5).

3.3 E�et populationnel et estimation hiérarchique

Les limites de l'approche précédente - où chaque individu est considéré séparément - sont claires :
risque d'over�tting et augmentation de l'incertitude. L'approche opposée, où les données sont
poolées ensemble, a aussi ses limites : elle fait l'hypothèse d'une homogénéité entre individus,
hypothèse qu'on peut remettre en cause en observant les données, et sous-estime l'incertitude. La
méthode d'estimation Bayésienne hiérarchique permet de pallier aux problématiques rencontrées
ci-dessus : on continue à estimer des paramètres propres à chaque individu, tout en faisant l'hy-
pothèse que ces paramètres proviennent a priori de distributions de populations, dont on veut
estimer la moyenne et la variance (qu'on appellera hyper-paramètres), et dont on suppose la
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variance la plus faible possible (en un sens qu'on va dé�nir dans la suite). Cette méthode permet
ainsi d'augmenter la robustesse des résultats en réduisant la variance entre individus [4, 10].

Plus précisément (comme décrit dans [8]), si on considère une population P = {1, · · · , N} de N
individus, dont les distributions des temps de première division des HSPC sont décrites par le

modèleM, θ =
{
θ(i)
}
i∈P

décrit l'ensemble des paramètres des individus avec :

θ(1) =
(
θ
(1)
1 , · · · , θ(1)P

)
...

θ(N) =
(
θ
(N)
1 , · · · , θ(N)

P

)
où P est le nombre de paramètres à estimer. Avec la méthode d'inférence hiérarchique, au lieu
d'estimer chaque θ(i) de façon indépendante, nous supposons que tous les vecteurs de paramètres
des individus sont des réalisations de la même variable aléatoire d'une distribution inconnue dans
un modèle statistique. Ainsi, le modèle hiérarchique (aussi connu sous le nom de modèle à e�et
aléatoire) peut prendre en compte la variabilité inter-individuelle mais aussi la similarité entre
individus. En pratique, nous considérons ici :

∀i ∈ P,∀k ∈ {1, · · · , P}, θ(i)k | τk, ς
2
k ∼ Nc,k

(
τk, ς

2
k

)
(4)

où la distribution de population de chacun des paramètres du modèle est une loi gaussienne
tronquée Nc,k (sur un intervalle qui dépend du paramètre considéré k), et τ = (τ1, · · · , τP ) et
ς2 = (ς21 , · · · , ς2P ) sont les hyper-paramètres (HP).
On peut alors estimer la loi jointe (a posteriori) de θ et des hyper-paramètres τ et ς2 :

P
[
θ, τ , ς2 | D

]
∝ P

[
D | θ(1), · · · ,θ(N), τ , ς2

]
P
[
θ(1), · · · ,θ(N), τ , ς2

]
∝
∏
i∈P

(
P
[
Di | θ(i)

]
P
[
θ(i) | τ , ς2

])
P[τ ]P

[
ς2
]

(5)

On échantillonne alors dans la distribution a posteriori en utilisant l'algorithme Metropolis-
Hastings avec Gibbs sampling [7, 5]. Conditionnellement aux valeurs des hyper-paramètres, les
individus sont indépendants et leurs paramètres peuvent être échantillonnés suivant une méthode
Metropolis-Hasting standard, comme au paragraphe 2.3. Pour échantillonner les valeurs pour les
hyper-paramètres (composante par composante), on utilise la méthode de Gibbs qui consiste à
choisir, pour le proposal dans l'algorithme Metropolis-Hasting, la loi a posteriori conditionnelle
des hyper-paramètres. Avec un tel choix, les nouveaux échantillons sont toujours acceptés. Nous
présentons dans le manuscrit (aux chapitre 6) le détail des calculs.
Les priors pour τ sont choisis uniformes, tandis que pour ς2, on choisit pour prior des lois
gamma-inverse (αk, 0) (tronquées sur un intervalle). Ces lois sont impropres, mais conjuguées à
la vraisemblances, elles conduisent à des lois conditionnelles a posteriori qui sont des lois inverse-
gamma régulières (tronquées également). αk dépend de l'hyper-paramètre considéré. Plus il est
élevé, plus on donne d'importance aux faibles valeurs, c'est-à-dire plus on suppose une variance
faible pour la distribution de population. On illustre ce choix au paragraphe suivant.

La méthode ci-dessus est alors implémentée et exécutée sur 1 million d'itérations. On obtient
alors les résultats de la �gure 8. Par rapport à l'estimation où chaque individu est considéré
séparément (ligne verticale), on observe ici que les distributions des paramètres des patients se
rapprochent. C'est le cas par exemple de l'individu #35, pour qui il y avait assez peu de données
et pour qui la distribution de tous ses paramètres prenait des valeurs assez faibles par rapport
aux autres individus. De même pour l'individu #45 qui lui avait des valeurs estimées plus élevées
que le reste des individus.
On peut alors regarder, pour chacun des individus, l'ajustement du modèle aux données. Ces
résultats sont représentés sur les �gures 10, 11 et 12 pour les HSC*, MPPs et HPCs respective-
ment. On compare ici l'ajustement dans le cas hiérarchique et dans le cas où les individus sont
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indépendants. Les �ts sont bien sûr meilleurs dans ce dernier cas, mais avec un risque d'over�t-
ting.
Pour les individus avec beaucoup de données (#21, 64 ou 65 par exemple), les résultats changent
peu avec l'approche hiérarchique, contrairement aux individus avec peu de données.

Figure 8 � Distributions a posteriori des paramètres µHSC* (en haut à gauche), µMPP (en haut
à droite), µHPC (en bas à gauche) et σ (en bas à droite) dans le cas de l'estimation Bayésienne
hiérarchique. Les lignes verticales correspondent aux estimations e�ectuées en considérant les
patients indépendants (voir Fig. 7). Les distributions plus claires à droite de chaque graphe re-
présentent celles obtenues en regroupant (poolant) les données des individus (elles correspondent
aux distribution de la �gure 4 droite et 5). La distribution de population correspond à une loi
gaussienne (tronquée) de moyenne E[τk|D] et de variance E[ςk|D] (HP associés au paramètre k).
On peut observer qu'elles sont plus étendues que les distributions obtenues dans le cas "poolé".

De même qu'on avait étudié l'incertitude sur l'ajustement du modèle aux données poolées sur la
�gure 6, on peut ici échantillonner les paramètres du modèles suivant la distribution de popula-
tion (loi gaussienne de paramètres les moyennes a posteriori des hyper-paramètres) et propager
les incertitudes. Les résultats sont présentés sur la �gure 9. En prenant en compte les individus,
on a une loi de population qui a une variance bien plus élevées que dans le cas "poolé", ce qui
conduit à des intervalles de crédibilités à 95% plus large que ceux qu'on avait jusqu'à présent.
Il est intéressant de voir ici que les histogrammes sont maintenant inclus dans ces intervalles de
crédibilité.

Figure 9 � Confrontation des données au modèle log-normal dont les paramètres sont échan-
tillonnés suivant les distributions de population, c'est-à-dire des lois gaussiennes (tronquées)
de paramètres les moyennes a posteriori des hyper-paramètres. On représente un intervalle de
crédibilité à 95%.
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Figure 10 � Histogrammes des temps de première division des HSC* pour chacun des indivi-
dus, et confrontation au modèle log-normal dont les paramètres (moyennes a posteriori) sont
soit estimés individu par individu (courbes noires) ou via la méthode hiérarchique (courbes en
pointillés).

Figure 11 � Histogrammes des temps de première division des MPPs pour chacun des indi-
vidus, et confrontation au modèle log-normal dont les paramètres (moyennes a posteriori) sont
soit estimés individu par individu (courbes noires) ou via la méthode hiérarchique (courbes en
pointillés).
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Figure 12 � Histogrammes des temps de première division des HPCs pour chacun des indivi-
dus, et confrontation au modèle log-normal dont les paramètres (moyennes a posteriori) sont
soit estimés individu par individu (courbes noires) ou via la méthode hiérarchique (courbes en
pointillés).
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3.4 Comparaison entre les approches

L'e�et populationnel a été introduit par l'ajout d'hyper-paramètres, et notamment l'a priori selon
lequel la variance, pour les distributions de population, doit être faible. Mathématiquement, cela
se traduit par le choix d'une loi inverse-gamma (α, 0)(impropre) avec des choix de α ajustés en
fonction des paramètres. Suivant la valeur choisie pour ce paramètre, il est possible de donner plus
d'importance aux individus ou alors à la population. Nous illustrons l'in�uence de ce paramètre
sur la �gure 13. Nous avons ici fait varier α pour l'hyper-paramètre associé à µHPC. Pour α = 0,
on se retrouve avec des résultats proches de ceux qu'on avait lorsque les patients étaient considérés
indépendants, et en augmentant α jusqu'à α = 3, on observe qu'on se retrouve dans la situation
où les individus étaient poolés ensemble. Ainsi, la méthode d'estimation Bayésienne hiérarchique
généralise les deux approches précédentes, et permet par le choix des priors populationnels de
donner plus ou moins d'importance à l'e�et population.

Figure 13 � Estimations des paramètres µHPC pour chaque individu ainsi que l'e�et popu-
lation suivant di�érents choix de prior sur la variance de la distribution de population (lois
gamma-inverse (α, 0)). Plus α est grand, plus on fait l'hypothèse a priori que la variance dans la
population doit être faible et plus on diminue la variabilité inter-individuelle.
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