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Cours 2/9

Estimation ponctuelle

Objectifs du cours 2

» Savoir quantifier les performances d'un estimateur
» Savoir comparer des estimateurs

» Introduire |'approche asymptotique
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Plan du cours

1 — Généralités sur |'estimation




Rappel : cadre mathématique

Données
» Formellement, un élément x d'un ensemble X.

> ex : X = R" R"™d, {mots}, un espace fonctionnel, etc.

Des données aux VA
» Point de vue a priori : avant réalisation de |'expérience.
» Modélisation : VA X a valeur dans (X, <),

» mais la loi de X est inconnue.

Modélisation statistique
» On suppose X définie sur (2, .#,P), avec P € &.
» & : un ensemble de mesure de proba possibles sur (2, .%)
» Formellement, .7 — (&,%, @K), avec 22X = {PX P c 2},

Réalisation canonique : Q = X, .F = &/, X = Idx et & = 2%,
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Rappel : cadre mathématique (suite)

Important

Comme P € & est inconnue, on doit concevoir des procédures
statistiques qui « fonctionnent bien » (en un sens a préciser) pour
toutes les lois P € Z.

Famille paramétrée de probabilités
» Usuellement, on écrit & = {IPy, 0 € O}.
» O : paramétre inconnu (scalaire, vectoriel, fonctionnel. . .)

» Dans la suite, on suppose un modéle paramétrique : © C RP.

Cas important : n-échantillon (iid) d-varié (— tableau n x d)
> X = X", avec X C RY munis de leurs tribus boréliennes,
i
> X = (X1,...,X,) avec X; ~ Py, et donc P; = PS".
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Estimation (ponctuelle)

Paramétre a estimer
» On s'intéresse a un paramétre 1 = g(#), ou g : © — R ou RY.

» Sa valeur est inconnue, puisque 6 est inconnu.

Définition informelle : estimation

Deviner (inférer) la valeur de 1 a partir d'une réalisation x de X.

Définition : estimateur

On appelle estimateur toute statistique 7 = ¢(X) a valeurs dans
I'ensemble N = g(©) des valeurs possibles de 7.

Remarque : le mot « estimateur » peut désigner soit la VA 17 soit la fonction ¢.

En pratique on confond les deux et on notera (abusivement) 7 = 7(X).
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Exemple 1 (rappel)

n-échantillon iid gaussien : X = (X, ... X,) avec
> X1, X, X S N (1, 02),
> 0= (p,0°),

> © =R x]0; +o0].

Dans cet exemple on supposera qu'on veut estimer la moyenne 1 ;

> icin=puetg:0= (,u,a2) — L,
» o2 est inconnu aussi (paramétre de nuisance).
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Exemple 1 (suite)

Quelques estimateurs possibles. ..
> [i1 = X, =237, X; (méthode des moments / EMV),

» i = pp pour un o € R fixé,
> iz = S0 + 5Xn,
» [is = X, + c pour un ¢ # 0 fixé,
» s = med(Xy,...,Xn),
> .
Questions

» L'un de ces estimateurs est-il « meilleur » que les autres?
» Peut-on trouver un estimateur « optimal » ?

» En quel sens?
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Autres exemples

Exemple 1’
» Méme modéle statistique que |'exemple 1, mais
> g(0) = o”.

» Dans ce cas, p est vu comme un paramétre de nuisance.

Exemple 1"

» Toujours le méme modéle statistique, mais

2
> g(0) =0 =(n0%).
» lIci le paramétre a estimer est vectoriel.
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Autres exemples (suite)

Exemple 2
> X1, Xo, .., X S £(0),
> O =]0,+o0],

> g(0) =Ey(X1) =1/0.

Exemple 2’

» Méme modéle statistique, mais

> g(0) =Py (X1 > x0) = e pour un xg > 0 donné.

Exemple 3 (hors programme)

» statistique non-paramétrique
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Plan du cours

2 — Risque (quadratique) d'un estimateur




Notion générale de risque

Objectif

Quantifier les performances d'un estimateur

On se donne une fonction de perte L : N x N — R.
» Rappel : N = g(©) est I'ensemble des valeurs possibles de 7.

» Interprétation : on perd L(7,7’) si I'on estime 7’ alors que la
valeur vraie est 7.

Risque

Etant donné une fonction de perte L, on définit le risque Ry(#) de
I'estimateur 7, pour la valeur § € © du paramétre, par

Ro (1) = Eo (L (g(6),1)) -
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Risque quadratique

Risque quadratique

On appelle risque quadratique le risque associé a la fonction de

perte
L(n,n') = |ln—7'II%,
c'est-a-dire :
Ry (1) = Eo (|lg(0) — AlI?) -
Remarques

» Aussi appelée « erreur quadratique moyenne » (EQM).

» (C'est le risque le plus couramment utilisé
(pour des raison de simplicité, comme on va le voir);

» dans la suite de ce cours on ne considérera que ce risque.
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Exemple 1 (rappel)

n-échantillon iid gaussien : X = (Xi,...X,) avec
> X1, X X S N (1, 02),
> 0= (n,0?%),

> © =R x]0; +o0].

Dans cet exemple on supposera qu’'on veut estimer la moyenne
> icin=petg:0= (,u,a2) = W,

» o2 est inconnu aussi (paramétre de nuisance).
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Exemple 1 : risque de |'estimateur [i;

Considérons |'estimateur

lal :anlzxi-

Pour tout 0 = (,u, 02) € ©, on a le résultat suivant :

Risque quadratique de la moyenne empirique
Ro (1) = Eg ((ﬁl — M)Q) =—

Remarque : le résultat reste valable dés que les X; admettent des moments
d'ordre 2
(on n'utilise pas le caractére gaussien)
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Exemple 1 : risque de |'estimateur [i; (calcul)

On observe que

]- n
= > Eo(X) = p
i=1

Donc

Ry (fi1) = varg (fi1) = —varg (Z )
2 :
2 Zvarg
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Biais d'un estimateur

Soit 7} un estimateur de 7 = g(#) admettant un moment d'ordre 1,
Vo € ©.

Définitions : biais / estimateur sans biais

On définit le biais de |'estimateur 7 au point 6 € © par

by (7)) = Eo(7) — &(0).
On dit que 7 est un estimateur sans biais (ESB) s

bo(7) =0, V6 €O.

Exemple 1
» On a déja vu que i1 = X, est un ESB de L.
> Plus généralement, on note que /i = ac+ X, est un ESB de p
— a=0et =1
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Décomposition biais-variance

Rappel : on considére toujours le risque quadratique.

Soit 7} un estimateur de 7 = g(6), admettant un moment d’ordre 2,
Vo € ©.

Proposition : Décomposition biais-variance (cas scalaire)

Si le paramétre a estimer est scalaire (n € R), on a :

R (1) = Eq (1 — £(6))*) = varg (7) + bg(1)*.

Remarque : en sommant sur le composantes, on généralise au cas vectoriel :
Re (1) = Eo (/1 — g(0)[I°) = tr (vare (1)) + [Iba(7) |,

ou varg (7)) est la matrice de covariance de 7.
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Exemple 1 : risque de quelques estimateurs

~ v, ~ o? 2
fl1 = X, RO(NI):7 + 0
fl2 = po Ro(fi2) = 0% + (1 — po)
1 1- 1 o2 1
fs = — o + =X Ro(fiz) = - 2 + = (u—
fiz = Sho + 5 X o(f13) PR (1 — o)
~ v, ~ o? 2
fig = Xn+C RO(,LM):?‘FC

2
fis = med(X1, ..., X») Re(fis) ~ 1.57 ‘% + 02 (n— +o0)

Exercice : Calculer Rp(fj), 2<j <4

Remarque : seul le résultat pour jis utilise le caractére gaussien.
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Estimateurs admissibles

Définition : relation d’ordre sur |'ensemble des estimateurs
On dira que 7 est préférable (au sens large) a 7 si

> V0 € ©, Ry(7') < Ro(7),
On dira qu'il est strictement préférable a 7 si, de plus,

> 30 €0, R(i) < Ro(A).

Remarques
» La relation « préférable a » est un ordre partiel sur les fonctions de risque.

» Il n'existe pas en général un estimateur optimal, cad un estimateur préférable a
tous les autres (sauf a restreindre la classe d'estimateurs considérés).

Admissibilité
On dit que 7) est un estimateur admissible s'il n'existe pas un
estimateur 7' qui lui est strictement préférable.
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Exemple 1 (suite)

— O'2 2
fir = X, R@(/fbl):? + 0
fi2 = o Ro(fi2) = 0% + (1 — o)

1 1- 1 o2 1
N3 = ~pio + =X Ro(fs) =~ — + = (n—
fis = Sp0 + 5 Xn o(/13) 1, T 4(u 10)
~ v ~ 02 2
fisg. = Xn+C RQ(LM):?‘FC

» /i1 est strictement préférable a [i4, donc /is n'est pas admissible.

» On peut montrer

» que [i1, [z, et [iz sont deux a deux incomparables,
» mais qu'ils sont tous les trois admissibles (preuve hors-programme)
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Plan du cours

3 — Borne inférieure sur le risque

Contexte et motivation

On se place dans la classe des estimateurs sans biais de g(6),

w pour un ESB, R.g(ﬁ) = Var@(ﬁ)-

Objectif de cette partie : montrer qu'il existe une borne de la forme
Val’g(ﬁ) > Vmin(g), Vo € @,

valable pour (presque) tous les ESB de g(f).

Utilité d'une telle borne?

@ Etablir qu'un certain niveau de précision n'est pas atteignable
par un estimateur sans biais.

@® Etablir qu'un ESB donné est optimal (c.-a-d. minimise, dans la
classe des ESB, le risque Ry(7),V0 € ©).
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Condition de régularité Cy et Cq

Condition de régularité C,

Modéle dominé : il existe une mesure (o-finie) v sur (X, 27), et une
famille (fy) de densité de probabilité par rapport a v, tq

VAe o, Pyp(XeA)= /A fo(x) v(dx).

Condition de régularité C;

Les densités fy ont méme support : IS € &,

V€ ©, 1gvo=1s v-pp.

» En conséquence, on peut supposer que fy(x) >0 < x € S.
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Condition de régularité C; : exemples / contre-exemple

Considérons un n-échantillon 11D, univarié :

_NﬁQ H@Xl

(avec un abus de notation usuel pour la notation des densités).

Remarque : si C; est vraie pour n =1 avec § = 57,
alors elle est vraie aussi pour tout n > 2 avec § = 57

Quelques exemples. . .
® .V (1,0°) avec 02 > 0 : C est vraie avec S} =
® £(0) : Cy est vraie avec S1 = [0, +00).
© Ujpg : C1 n'est pas vraie!
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Une autre condition de régularité

On suppose que Cy et C; sont vraies.

Condition de régularité C,

@ O est un ouvert de RP,
® 0 — fy(x) est différentiable v-presque pour tout x,

@ et, en tout point 6 € ©, on a

/ Vofa(x) v(dx) = Vg / fg(x) v(dx) = 0.
S S

Autrement dit : V0 € ©, Yk < p,

Ofp(x) b
s aeek v(dx) = 20, /8 fa(x) v(dx) = 0.
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e vecteur score

Définition / propriété : score
Supposons Cgp, Cq, Ca-i et Co-ii vérifiées, et posons Vx € S
0 In fy(x)
001
So(x) = Vo (Infy(x)) = :

91n fp(x)
29,

Alors
@ On appelle score le vecteur aléatoire Sy = Sy(X).

@ Ca-iii & VO € O, le score Sy est centré sous Py.

Remarques :
» Bien défini puisque X € S Py-ps, VO € O.
» L'estimateur du maximum de vraisemblance annule le score
(rappel : on suppose © C R” ouvert).
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Le vecteur score (démonstration)

Remarquons que

1
Vo (Infy) = 7 Vofy,

et donc, pour tout 6§ € ©,

Eg (Sg) = /S So(x) fo(x) v(dx)
1
:/S@wfg(z) fo(x) v(dx)
Z/Vefe(K)V(dK)-
S

Ainsi,
Eg(S9) =0 < /SVQfg(K) v(dx) =0 (Co-iii). [
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Exemple 2
Rappel : X1,..., X, i E(0) avec € © =10, +o0].

On calcule la vraisemblance, pour x1,...,x, >0 :

L(0;x) = fy(x) = [ [ folxi) = 07 e 02,
i=1

puis la log-vraisemblance :
InL£(0;x) = Infy(x) =nlnb -0 x;,

et enfin le score :
n 1 _
So(X) = ; So(Xi) =n (5 - X,,) .
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Remarque sur la condition Co-iii
Rappel de Co-iii : VO € ©,

/ Vofy(x) v(dx) = / fo () 1(dx) = O,
S S

ou, de maniére équivalente : Eg(Sp) = 0.

Deux approches pour vérifier cette condition :
@ Calculer explicitement Eg(Sg) = [5 Vofy(x) v(dx).

@® Utiliser une condition de domination : mq Vy € ©, 37 C ©
voisinage de g et g : X — R une fonction v-intégrable tq

Ofy(x)
00,

VoeV, VxeS§, Vk <p, | < g(x)
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Inégalité de Cramér-Rao 1/2
Soit un modeéle statistique vérifiant Cy-Co,
et soit 7] un estimateur de n = g(0) € R.
Définition : estimateur régulier

On dit que 7) est régulier si
® Ey (7*) < 400, V8 € O,
® 0 — Ey (7)) est différentiable, avec

VoEq (7) = /3 ) Vo () v(dx), V8 € O.

Remarque : si 7j est un ESB régulier de g(#), alors

(Ve)(0) = /3 00 Vol () v(dx), V0@,
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Inégalité de Cramér-Rao 2/2

Théoréme / définition : inégalité de Cramér-Rao

Soit un modeéle statistique vérifiant Cy-Cs, dans lequel le score Sy
admet des moments d'ordre deux pour tout 6 € ©.

Soit varg(Sp) la matrice de covariance du score, que I'on suppose
inversible pour tout 6 € ©.

Soit 7} est un ESB régulier de g(#). Alors, V0 € ©,
Ro (1) = varg (7) > Vg(0)" varg (Sy) ' Ve(0).

Un ESB est dit efficace s'il atteint cette borne pour tout 6.

30/60

Information de Fisher

On suppose toujours les conditions Cy—Co.

Définition : information de Fisher

On appelle information de Fisher apportée par X la matrice p X p
/(9) = varg(Sg) — EQ (59 SQT)
qui apparait dans la borne de Cramér-Rao.

Proposition

Soit I,(0) I'information de Fisher dans un n-échantillon I1D. Alors

1(0) = n 1 (6).

L'inégalité de CR s'écrit alors : varg(f)) > 1 Vg(0)" h(0)"1Vg(0).
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Démonstration

On remarque que le score est additif dans un échantillon 11D :

So = Vg (Infy(x))

— Yy [In (H £ X)) ng (ln £X(x ))
i=1 =1
Zi
On a donc
varg (Sp) Zvarg = nvarg (Z1) = nh(6)
i=1
puisque 21, ..., Z, sont IID, et distribuées comme le score dans un
échantillon de taille 1. ]

32/60

Exemple 1 : estimation de u

Rappels : Xi,..., X, i ~ N (,0°) et 0 = (u,0?)
> [, = X, est 'EMV de g,
» /i, est sans biais et Ry(ji,) = varg(fin) = =

n

Un peu de calcul (voir TD 2) permet de montrer que I'information
de Fisher dans ce modéle vaut

Inégalité de Cramér-Rao avec g(0) = 1 :  V[i), ESB de p,
A/ 0-2
Ro(fin) = vare(fin) = —,

donc /i, = X, est efficace.
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Exemple 1' : estimation de o?

Méme modéle statistique, mais on veut estimer g() = o2.

Un peu de calcul (voir TD 2) permet de montrer que
> 'EMV S2 =157 (X, — )_<n)2 est biaisé;
> 52=(S)2 =00 (X - )_<n)2 est un ESB de o2 et sa
variance vaut :

4
varg (6%) = nzf T

Conclusion : 2 n’est pas un estimateur efficace, puisque

2 4
varg (6%) > %.

(Attention terminologie trompeuse! On peut montrer en utilisant le théoréme de Lehmann-Scheffé que
&;‘: est un ESB de variance minimale pour ce probléme, donc optimal pour le risque quadratique dans la
classe des ESB.)
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Plan du cours

4 — Propriétés asymptotiques des estimateurs




Motivation / notations

Probleme

Il est parfois (souvent!) difficile d'établir les propriétés exactes des
procédures statistiques.

(estimateur ponctuel, mais aussi IC, tests, etc. (voir plus loin))

Approche(s) asymptotique(s) — propriétés approchées

> X1, X5,... K Py, définis sur un méme (Q, .7, Py)

» Suite d'estimateurs : 7j, = ,(X1,. .., Xs)
» Propriétés des estimateurs lorsque n — 00?
Remarque : on a ici non plus un mais une suite (.#»),-, de modéles stat.,
My = (X", %" {P5", 0 € O}),

que I'on réalise sur un méme espace (£2,.#) sous-jacent.
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Rappel de proba : modes de convergence

Principaux modes de convergence utiles en stats :

» convergence presque sire,

» convergence dans [? (en moyenne quadratique),
» convergence en probabilité,
>

convergence en loi.

Implications entre certains modes de convergence :

proba @

36/60




Consistance

Soit (7},) une suite d'estimateurs de n = g(6).

Consistance (faible)
On dit que ), est estimateur consistant de n = g(#) si, V0 € ©,

n Py
Mn —— g(@)
n—00 (notez I'abus de langage!)

Consistances forte et en moyenne quadratique

On dit que I'estimateur 7j, est fortement consistant
(resp. consistant en moyenne quadratique) si, V6 € O,

~ [Pg—p.s. A Lz(P)
Ao ——— g(6) <resr>., fin — g(9)) :

Remarque : on dit parfois « convergent » au lien de « consistant ».
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Rappel de proba : loi des grands nombres

Soit (Xk),~; une suite de VA réelles ou vectorielles.

Loi forte des grands nombres

Si les X) sont |ID et admettent des moments d'ordre 1, alors

X, =25 E(X).

n—00

Loi des grands nombres dans L2

Si les X) sont |ID et admettent des moment d’ordre 2, alors

X, -5 E(x).

n—0o0

Preuve (cas scalaire) : E (()_(n — ]E(Xl))z) = varg(Xy) = Lvarg(X1) = 0. O
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Consistance : exemples

A) n-échantillon 11D, dont la loi admet un moment d’ordre 1.
> ie., Eo(||X1]]) < 400, pour tout 6 € ©.

» X, est un estimateur fortement consistant de n = Egy(X1).

» On ne peut rien dire sur le risque quadratique sans hypothése
supplémentaire (il peut méme étre infini).

B) n-échantillon 11D, dont la loi admet un moment d'ordre 2.
> ie., Eg(]|X1]?) < +oo, pour tout 0 € O,

» X, est un estimateur fortement consistant et consistant en
moyenne quadratique de 7 = Eg(X1).
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Consistance : exemples (suite)

15

10

Convergence de X, vers la vraie moyenne

(pour un n-échantillon de loi Gamma, ici de moyenne p = 1.5)
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Consistance : exemples (suite)

C) n-échantillon IID (lois quelconques)
> Soit Ac of et n=g(f) =Py (X1 € A).
> Fréquence : fi, = X card {i < n| X; € A}
» 7, est un estimateur fortement consistant et consistant en
moyenne quadratique de 7.

Application : histogrammes

D) EMV d'un n-échantillon 11D uniforme (voir TD 1)
> X1, Xy Uo,0]
» On estime 7 = 6 par ), = max;<p X;.

» 7, est consistant, fortement et en mq.

E) Estimateur du maximum de vraisemblance
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Conclusion du cours et transition vers la séquence suivante

Nous avons vu et développerons en TD 2 :

» |a quantification de la performance d'un estimateur via le
calcul d'un risque,

» |a comparaison d’estimateurs entre eux et une notion
d’'optimalité,

» ['étude asymptotique des estimateurs.

Nous aborderons dans la séquence 3 :

» |a notion de vitesse de convergence d'un estimateur,

» |a définition et la construction d'intervalle ou régions de
confiance.
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Plan du cours

5 — Exercices types
5.1 — Enoncés
5.2 — Corrigés

Plan du cours

5 — Exercices types
5.1 — Enoncés




Exercice 1 (risque quadratique)

Soient X1,..., X, e N (1, 02) avec O = (u,0%) € © =R x R

On souhaite estimer g(#) = p. On s'intéresse aux estimateurs

,&1 — )_<I77 /,12 — MO? la3 — ,UO + )_<I77 //*\L4 — Xn + C7

1
2

N —

ou g et ¢ sont des réels fixés.

Questions

@ Montrer la formule de décomposition biais-variance dans le cas
scalaire.

® Calculer le risque quadratique de chacun des estimateurs.
® Montrer que [i> et fi3 ne sont pas comparables.

@ Montrer que [i4 n'est pas admissible.
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Exercice 2 (efficacité d'un estimateur)

Soient X1, ..., X, © Ber(6) avec 6 € © =0, 1].

On rappelle que (cf. exercices du cours 1) :

» la log-vraisemblance du n échantillon s’écrit
In £(6; x) = Infyg(x) = nin(1 — ) — In (T@) Zx,-,

A 1
> 'EMV s'écrit 0, = = > 7_; Xi.
n

Questions

@ Vérifier que le modéle satisfait aux hypothéses de I'inégalité de
Cramér-Rao, et calculer la borne de Cramér-Rao.

@ L'EMV 0, est-il efficace?
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Exercice 3 (consistance de I'histogramme)

Considérons :
» un n-échantillon Xi,..., X, avec X; a valeurs dans |a, b] C R,
» une partition de ]a, b] en K classes adjacentes Ay =|ax_1, ax],
pour k € {1,..., K}, avec ap = a, ax = b,
> le vecteur n € RX avec n(k) =P (X; € Ay).

Histogramme

Représentation graphique de la répartition empirique d'une variable

aléatoire a |'aide de rectangles, dont les bases sont les intervalles Ay et
. ) A(k

dont les surfaces sont proportionnelles aux fréquences 77,(, ) des classes :

1
ﬁgk):—card{i§n|X,-€Ak}, 1<k<K.
n

Question. Montrer que 7, = (ﬁ,gl), .. ,ﬁ,gK)) est un estimateur

de n fortement consistant et consistant en moyenne quadratique.
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Exercice 4 (consistance en moyenne quadratique)

Soit 7, un estimateur d'un paramétre scalaire n = g(0) € R, indicé
par la taille n de I'échantillon observé.

Question

Montrer que 7j, est consistant en moyenne quadratique si, et
seulement si, les conditions suivantes sont vérifiées pour
tout 0 € © :

0 b9 (ﬁn) — O,
® vary (77,) — 0.
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Plan du cours

5 — Exercices types

5.2 — Corrigés

Corrigé de |'exercice 1

© Décomposition biais-variance

Ry () = Eo (7 — g(6))?) = varg (9) + ba()°.

Démonstration

Ro (1) = B (7 — £(6))?)
=By (7 — Eo(7) + bo(1))?)
=By (7 - Eg(ﬁ))2)J + bo()? + 2 Eg (7 — Eo(7)) ba()

-~

=0

varg ()
= varg (1) + bg(ﬁ)z.
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Corrigé de |'exercice 1

® On calcule le biais et la variance de |'estimateur, puis on conclut
par la décomposition biais-variance.

espérance | biais variance | risque quadratique
X, p 0 o o
1o 1o fo — [t 0 (1o — 11)?
= 2 2
2 (mo+Xa) | 3 (mo+m) | 3(mo—p) | 3% | 3% +3 (no—p)
X, + ¢ w+c @ "—: ”—: AL &
Rappel : varg(aX + ) = a? varg(X).
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Corrigé de |'exercice 1
1 A
— [z
0.8 i3
—fiq
0.6
04r
0.2r-
0 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 02 04 06 08 12 14 16 18 2

Tracé des 4 risques pour 02 =

1‘
7
1

, n =10, yop =1 et c = 0.5.
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Corrigé de |'exercice 1

® Calculons le risque en deux points bien choisis.

Pour 6 = (po,1) on a

. . 1 . .
Ro(fi2) =0,  Rp(fis) =, -,  donc Ry(fiz) <Ry (fia).
Pour 6 = (MO + %,1) on a
~ 1 . 1 N N
Ro(fe)=—,  Ro(fis)=,-,  donc Ry(fiz) > Ry (fia).

Donc les estimateurs [i> et fi3 ne sont pas comparables.
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Corrigé de |'exercice 1

O Ona:
( R J2 )
Ro () = - T¢
< 2
Ay o 9
L Ro (1) = -

Donc, V0 = (1,02%) € © =R x R, Ry (i) > Ry (fi1)

On en déduit que ji4 n'est pas admissible.
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Corrigé de |'exercice 2

@ On doit vérifier que le modéle vérifie les conditions de régularité
Cq et Cy, et que l'information de Fisher ne s'annule pas.

= (C; : comme © =0, 1], les densités
fo(x) = §2i=1%i (1— 9)"—27:1 Xi
ont toutes pour support S = {0,1}".

= (Cq : © =0, 1] est un ouvert de R, 6 — fy(x) est dérivable
sur © pour tout x, et le score

d(In 1 n —
50%) = 25200 = g (%= 0)
Corrigé de |'exercice 2
est centré : Ey (Sp(X)) = 0(1”_ a (Eg(Xn) — 6) = 0.

= Enfin, on vérifie que I'information de Fisher ne s'annule pas :

n n

2 —
1(68) = varg (Sp(X)) = (9(1_9)> varg(X,) = 61— 0) > 0.

© La borne de Cramér-Rao pour 6 vaut

1(6)7! = %9(1 —0).
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Corrigé de |'exercice 2

@ L'estimateur 0, = %27:1 X; est sans biais :
Eg(0n) = Eo(X1) =0,

et sa variance vaut

var(9) = %var(Xl) _ =9 _ g1

n

Il est donc efficace. ]

Remarque : on peut vérifier facilement que 0, est un estimateur régulier (voir
définition slide 29), puisque

©® la densité fy est dérivable par rapport a 6,

O les intégrales se réduisent a des sommes finies sur {0,1}".
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Corrigé de |'exercice 3

@ Consistance forte

Rappel : i, 2> 1 ssi S, ) P P k), k.

Pour tout k € {1,...,K}, ona:

(k 1 : IS
772) = - card{i < n| X; € A} = = ZZi avec Z; = 1, (Xi).

i=1

La loi forte des grands nombres appliquée a (Z;);>1 donne alors :
A(k) — k)
12 2 wE) =

puisque Z1, Zo, ... 19 Ber (n(9).
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Corrigé de |'exercice 3

® Consistance en moyenne quadratique

E (Ilﬁn - 77||2> = ZK:E ((ﬁﬁk) - n("))Q)
k=1

A k fixé : ﬁf,k) = 7, avec Z; ~ Ber(n(k)) de variance finie.

Appliquant la loi des grands nombres dans L2 :

_ 2
Z,,:ﬁ,(,k) L—2> n(k), i.e. ]E((ﬁ,gk) —n(k)) > — 0

n—o0 n—o0

o . R 12
Ainsi E(||77n—77||2> — Oet #H, —— 70

n—o0
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Corrigé de |'exercice 3

0.4

0.35

0.3

10.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Une réalisation d’histogramme calculé pour N = 100 et K = 20.

Remarque. La loi utilisée dans I'exemple admet une densité fx(x). G




Corrigé de I'exercice 3

0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06

0.04

Une réalisation d’histogramme calculé pour N = 10000

i retour au sujet

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

et K = 20.
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Corrigé de |'exercice 3

0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Une réalisation d’histogramme calculé pour N = 10000

-2

i retour au sujet

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05
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Corrigé de |'exercice 4

Considérons la décomposition biais-variance du risque quadratique :

Eo (7 — g(8))?) = varg () + ba().

Les deux termes de la somme sont positifs, donc

{vara (7) — O,

A~ 2
Eo ((7 — g(#))°) = 0 () = 0.

Ceci démontre |'équivalence annoncée. O
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Plan du cours

6 — Annexes
6.1 — Rappels & compléments

Exemples hors-programme (statistique non-paramétrique)

Exemple 3
> X1, Xo.... X, S P,
» 0 =P, la loi inconnue,

» © = {lois de proba sur (R, B(R))},
» g(0) = F : fonction de répartition des X;.

Exemple 4
> X1, Xo.... X, S p,,
» Py : loi de densité de probabilité 0(x)
> © = {ddp sur R, de classe 42, avec [6"(x)*dx < +oo}

> g(0) =10.




Démonstration de |'inégalité de Cramér-Rao
Remarque préliminaire : puisque 7} est un ESB régulier de g(0),
g est nécessairement dérivable.

Fixons 6 € © et posons ¢ = covy (Sy, 77) € RP. Alors, Va € RP,
varg <ﬁ — aTSg) = varg (7}) — 2a' ¢+ a' vary (Sg)a > 0.

En particulier, pour a = varg (Sy) ™' ¢ € RP, on obtient :
A T ~1
varg () — ¢’ varg (Sp) "¢ > 0.

Pour conclure, puisque Sy est centré et 7) un ESB régulier,
1
fo(x)
— [ ) Vo) () = VaBo (1) = Ve(©). O

S

¢ — By (7S5) = /5 AX) - = Vsfalx) - fol) ¥(dx)

Rappel de proba : modes de convergence

& convergence presque sire :
T, 5T s P(T,-T)=1
& convergence dans L (en moyenne quadratique) :

2
T, T si E(|T.—T[?) =0

o 2 .
ssi. Vj<p, TYLLTO
& convergence en probabilité :

T, 5T si Ve>0, P(|T,—T|>e)—0

& convergence en |oi :

T, 5T s Vo, E(p(Tn) = E((T)),

avec ¢ : RP — R continue et bornée.




Consistance de I'EMV

L'EMV minimise le critére

vn(6) = —1 Infy(X) = —= Z In f3(X;).

Fixons 60, € © et supposons X; s fa, . Alors, VO € ©,

n(0) 00 = 1 S ) SE [ o
k=1 S1

fo(Xi) n—+oo fo(x)
(en supposant que Z; = %(_(;,)) admet un moment d’ordre 1).

Définition / propriété : divergence de Kullback-Leibler
Dt (fo, ||f0) = [, In 22 5, (x) va(dx) > 0

Consistance de I'EMV (suite)

Posons Ap(0y,0) = 237 .1 fe;())é) et A(0x,0) = Dkr (fa, || o)

On a A,(0y,0) ~=—" A(6,,0) pour tout 0, et A(6y,0,) = 0

n—+00

Théoréme : consistance de I'EMV

Supposons que, pour tout 0, € ©,
0 SUp9€@ |An(9*, 0) A(Q*, 9)| —>——|—oo> 0
@ et, pour tout € > 0,

inf  A(6,,0) > 0.
00, [0—0. | >¢

Alors 'EMV est consistant.




