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Cours 3/9

Lois asymptotiques
et intervalles de confiance

Objectifs du cours 3

» Compléter I'analyse asymptotique des estimateurs déja
présentée (consistance) par I'étude de leur vitesse de
convergence.

» Montrer la/les démarche(s) utilisée(s) pour construire des
intervalles de confiance.
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Plan du cours

1 — Lois asymptotiques et vitesse de convergence
2 — Régions et intervalles de confiance
3 — Exercices types

4 — Annexes
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Rappel : cadre mathématique

Pour toute la section :

» On considére un modéle statistique
(2.2, {Pf 0c0}).

le plus souvent paramétrique (© C RP).
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Rappel : cadre mathématique

Pour toute la section :

» On considére un modéle statistique
(2.2, {Pf 0c0}).

le plus souvent paramétrique (© C RP).

> X1, X,. .. i Py, définis sur un méme (Q, %, Py).
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Rappel : cadre mathématique

Pour toute la section :

» On considére un modéle statistique
(2.2, {Pf 0c0}).

le plus souvent paramétrique (© C RP).

> X1, X,. .. i Py, définis sur un méme (Q, %, Py).

» On veut estimer un « paramétre d'intérét » :
> soit 6 lui-mé&me (on supposera dans ce cas © C RP),

> soit, plus généralement, n = g(f) € RY.

4/69



Plan du cours

1 — Lois asymptotiques et vitesse de convergence
1.1 — Définitions et exemples
1.2 — Outils théoriques
1.3 — Efficacité asymptotique



Plan du cours

1 — Lois asymptotiques et vitesse de convergence
1.1 — Définitions et exemples



Rappel probabilités : Théoreme Central Limite (TCL)

Théoréme
Soient

» une suite (X,),en+ de vecteurs aléatoires iid, a valeurs
dans RY et admettant un moment d'ordre 2.

> 1 =E(X;) et ¥ =var(Xy) € RI*9

. 7 loi
Alors : Vi (Xn — 1) — (0, %),

- 1 .
avec X, = — Y 7, Xi la moyenne empirique.
n
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Rappel probabilités : Théoreme Central Limite (TCL)

Théoréme
Soient

» une suite (X,),en+ de vecteurs aléatoires iid, a valeurs
dans RY et admettant un moment d'ordre 2.

> 1 =E(X;) et ¥ =var(Xy) € RI*9

. 7 loi
Alors : Vi (Xn — 1) — (0, %),

- 1 .
avec X, = — Y 7, Xi la moyenne empirique.
n

= On dit que la moyenne empirique X,

» est un estimateur asymptotiquement gaussien de p = E(X)

> qui converge a la vitesse -

\/E ' 5/69



Exemple : application « fiabilité composant »

Rappels :

> X E0),0>0, et n=Fy(X1) =1

> #j, = X, est obtenu par MV et méthode des moments.
w Application directe du TCL : /n (X, — 1) LN (0,7?).
n—o0

n=5 n=20 n =100

Histogrammes de /n (X, — ) obtenus a partir de 10000 réalisations de X,
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Vitesse de convergence
Soit 7, = Mn(X1, ..., Xn) un estimateur consistant de n = g(6).

Définition
S'il existe une suite (a,)nen+ a valeurs réelles telle que :

» |lim a, = oo,
n—o0

A loi
» a,(n—n) — Z,
n—o0
» avec Z variable aléatoire non dégénérée*,

o ; - 1
alors ), converge vers 7 a la vitesse --.
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Vitesse de convergence
Soit 7, = Mn(X1, ..., Xn) un estimateur consistant de n = g(6).

Définition
S'il existe une suite (a,)nen+ a valeurs réelles telle que :

> |lim a, = oo,
n—o0
A loi
> a,(fin — ) > Z,
n—o00
» avec Z variable aléatoire non dégénérée*,

1

alors f), converge vers 7 a la vitesse _-.

* On dit que Z est dégénérée si :

» casscalaire: dc € R, Z=c¢ ps.;

> cas vectoriel : Ja € R\ {0}, 3c e R, 7, a;Z¥ = ¢ ps.
Remarque. Lorsque Z admet un moment d'ordre 2, on peut montrer que :

Z est non dégénérée ssi sa matrice de covariance est inversible.
7/69



Normalité asymptotique
Soit 7, = MNa(X1, ..., Xn) un estimateur consistant de n = g(6).
Définition
S'il existe

» une suite (a,)nen+ @ valeurs réelles telle que lim a, = oo,
n—o0o

» une matrice ¥(0) symétrique définie positive,
telles que
& loi
dn (nn *77) — N (0‘2(9)), (1)

n—o0

alors 7j,, est dit asymptotiquement normal.
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Normalité asymptotique
Soit 7, = MNa(X1, ..., Xn) un estimateur consistant de n = g(6).
Définition
S'il existe

» une suite (a,)nen+ @ valeurs réelles telle que lim a, = oo,
n—o0o

» une matrice ¥(0) symétrique définie positive,
telles que

an (B —1) —2o A (0,%(0)), (1)

n—o0

alors 7j,, est dit asymptotiquement normal.

Vocabulaire. ¥(0) s'appelle la matrice de covariance asymptotique
(variance asymptotique dans le cas scalaire).
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Normalité asymptotique
Soit 7, = Na(X1, ..., Xn) un estimateur consistant de n = g().
Définition
S'il existe

» une suite (a,)nen+ @ valeurs réelles telle que lim a, = oo,
n—o0o

» une matrice ¥(0) symétrique définie positive,
telles que

an (B —1) —2o 4 (0,%(0)), (1)

n—o0

alors 7j,, est dit asymptotiquement normal.

Vocabulaire. ¥(0) s'appelle la matrice de covariance asymptotique
(variance asymptotique dans le cas scalaire).

Note : on peut m.q. (1) avec a, — +oo implique la consistance

(faible).
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Plan du cours

1 — Lois asymptotiques et vitesse de convergence

1.2 — Outils théoriques



Théoréme de continuité

Théoréme (Mann-Wald)

Soient
» h:R? — RY9 une fonction mesurable,
» Y une VA a valeurs dans RY,

telles que

‘h est continue au point Y, presque slirement. ‘

Alors, pour toute suite (Y;)nen+ de VA a valeurs dans RY,
B YaBY = hY,) B nY),
i) YooY = h(Y,) = h(Y)
(i) Yo Y =AY, h(Y).

Démonstration : cf. CIP pour le cas ot h est continu. Le cas général est admis.
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Exemple « fiabilité composant » (suite)

Rappels :

> X; Iflg 6(9), 0 >0, et n :]EQ(X]_) = %

» 7, = X, est obtenu par MV et méthode des moments.

Loi des grands nombres (forte et en m.q.) :

A v ps, L2
= Xp —— 1.
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Exemple « fiabilité composant » (suite)

Rappels :

> X E0),0>0, et n=Ey(X;) =13

» 7, = X, est obtenu par MV et méthode des moments.
Loi des grands nombres (forte et en m.q.) :

A v ps, L2
= Xp —— 1.

Par le théoréme de continuité :

donc @, est fortement consistant pour 'estimation de 6.

Remarque : on peut montrer que 0, est également consistant dans L.
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Théoréme de Slutsky

Théoréme
Soient

» (Xp)nen+ une suite de vecteurs aléatoires qui converge en loi
vers une VA X :
"
Xy —— X,

n—o0

» (Y,)nen+ une suite de vecteurs aléatoires qui converge en loi
vers une constante ¢ :

Alors _
(X, Ya) —2 (X, c).

n—o0
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Théoréme de Slutsky

Théoréme
Soient

» (Xp)nen+ une suite de vecteurs aléatoires qui converge en loi
vers une VA X :

loi
X, 2 x,
n—o0
» (Y,)nen+ une suite de vecteurs aléatoires qui converge en loi

vers une constante c :

Alors

(X, Ya) —2 (X, ¢).

n—o0

loi T P ..
Remarque : on peut m.q. Y, —— ¢ implique Y, — ¢ (limite constante).
n— oo n— oo
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Exemple « fiabilité composant » (suite)

Rappel (TCL) /n ()_(,, — 17) HL)LOO> N (0,772).
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Exemple « fiabilité composant » (suite)
Rappel (TCL) /n ()_<,, —n) oy (0,72).
n—o0
Puisque X, —— 1) (constante), on a par le théoréme de Slutsky :
n—,oo

(Vr (%o —n), Xa) —25 (Z,m) avec Z ~ .4 (0,17).

n—o0o
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Exemple « fiabilité composant » (suite)

Rappel (TCL) /n ()_(,, — n) oy (0,7]2).
n—o0
Puisque X, ——— 7 (constante), on a par le théoréme de Slutsky :
n—,oo

(Vi (%o —n), %) —2 (Z,1) avec Z ~ .4 (0,17).

n—o0o

Donc, par le théoréme de continuité,

(5(,,—7]) loi Z
— —~ 1
VT e g e,

puisque (z,y) — f est continue en tout point ou y # 0.

Remarque. Résultat utilisé pour construire un IC asymptotique
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Méthode de linéarisation (« delta méthode »)

« Delta théoréme » (cas scalaire)

Soit (Yn)nen+ une suite de VA a valeurs dans R, t.q.
Jn(Y,—m) -2 Z,

n—o0

avec Z une VA a valeurs dans R et m € R.
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Méthode de linéarisation (« delta méthode »)

« Delta théoréme » (cas scalaire)
Soit (Yn)nen+ une suite de VA a valeurs dans R, t.q.

Jn(Y,—m) -2 Z,

n—o0

avec Z une VA a valeurs dans R et m € R.

Alors, pour toute fonction h: R — R dérivable en m,

Vi (h(Ya) — h(m)) —2— H(m)Z,

n—o0
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Méthode de linéarisation (« delta méthode »)

« Delta théoréme » (cas scalaire)
Soit (Yn)nen+ une suite de VA a valeurs dans R, t.q.

Jn(Y,—m) -2 Z,

n—o0

avec Z une VA a valeurs dans R et m € R.

Alors, pour toute fonction h: R — R dérivable en m,

Vi (h(Ya) — h(m)) —2— H(m)Z,

n—o0

Intuition : h(y) — h(m) ~ H(m)(y — m).
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Méthode de linéarisation (« delta méthode »)
« Delta théoréme » (cas vectoriel)
Soit (Yy)nen+ une suite de VA a valeurs dans R9, t.q.
Vn(Y,—m) 2 Z,
n—oo

avec Z une VA a valeurs dans R? et m € RY.
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Méthode de linéarisation (« delta méthode »)

« Delta théoréme » (cas vectoriel)

Soit (Yy)nen+ une suite de VA a valeurs dans R9, t.q.

Vn(Yy—m) —2 Z,

n—oo

avec Z une VA a valeurs dans R? et m € RY.
Alors, pour toute fonction h : RY — RY différentiable en m,

Vi (h(Ya) — h(m)) —2— (Dh)(m) Z,

n—o0

avec (Dh)(m) matrice jacobienne de h au point m :

(Dh)(m) = ((@hi)(m))

<i<q,1<j<d
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Delta théoréme dans le cas gaussien

Cas scalaire. _
Si Vn(Y,—m) —2 (0, 62), alors
n—o0

Vi (h(Y,) — h(m)) ﬁ N (0, (H(m))?0?).
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Delta théoréme dans le cas gaussien

Cas scalaire. _
Si \/n(Y,—m) L—> N (0, 2), alors
n o0

Va(h(Ya) = h(m)) —— (0, (H(m))*s?) .

Cas vectoriel
Si /n(Y,—m) I_:;'> A(0, X), alors
n o0

VA (A(Ya) = h(m)) == 4 (0, (Dh)(m) = (Dh)(m)") .

n—oo



Exemple : « fiabilité composant ».

On a déja vu que :

> 6’A,, = 1/)_< est un estimateur fortement consistant de 9,

> /n (X, )ILL/V(On)oﬂn:%.
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Exemple : « fiabilité composant ».

On a déja vu que :

> 6’A,, = 1/)_< est un estimateur fortement consistant de 9,

> /A (Xn =) =2 A (0,7%), 0t = 1.
Delta-méthode avec h(n) = %

)—<—— ) =y (0,2 (HW)?)
Wi =-% = f(é,,—e) L, (0,62).

n—00
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Exemple : « fiabilité composant ».

On a déja vu que :

> én = 1/)_( est un estimateur fortement consistant de 9,

> Vi (X — 1) =2 (0,77), 0ty =
Delta-méthode avec h(n) = %

\/F(Xi —0) =y (0,2 (HW)?)
W =-% = Va(d—0) 2 4 (0,62).

n—o00

Conclusion : 6, est asymptotiquement gaussien,
et sa vitesse de convergence est ﬁ
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Comparaison asymptotique d'estimateurs (scalaires) (1/2)

A I'aide des variances asymptotiques.
lllustration sur |'exemple « fiabilité composant » pour n = Eq(X1).

1) Pour i) = X,, on a (TCL) : /n (¥ —n) % A (0,7?).

2) Pour 72 =37 X? (cf. cours 1)7?
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Comparaison asymptotique d'estimateurs (scalaires) (1/2)

A I'aide des variances asymptotiques.
lllustration sur |'exemple « fiabilité composant » pour n = Eq(X1).

1) Pour #f) = X,,, on a (TCL) : /n (iM) —n) % A (0,7?).

2) Pour 7?) = /L5 X2 (cf. cours 1)?

> Comme E (X?) = 2% et E (X{) = 24n*, on a (TCL) :
n— o0

ﬁ(% i‘x,? —22) = (0,207%)

> D'oi, en utilisant la delta méthode avec h(z) = 4/3z,

(1) 20 (07).
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Comparaison asymptotique d'estimateurs (scalaires) (2/2)

En résumé :

Vi (i® =) s (0,02),

n—oo

ﬁ(ﬁ”’—n) L% (0, in2>-

n—o00
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Comparaison asymptotique d'estimateurs (scalaires) (2/2)

En résumé :

Vi (i® =) s (0,02),

n—oo

Vvn <ﬁ(2) — 17) LN (O, in2> .

n—o00

On observe que

> les deux estimateurs sont asymptotiquement gaussiens,
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Comparaison asymptotique d'estimateurs (scalaires) (2/2)

En résumé :

Vi (i® =) = v (0,02),

n—oo

Vn (ﬁ(2) - 77) LN <0, 2172> )

n—o00

On observe que
> les deux estimateurs sont asymptotiquement gaussiens,

» ont la méme vitesse de convergence,

18/69



Comparaison asymptotique d'estimateurs (scalaires)

En résumé :

Vn (’ﬁ(l) - 77) LN N (0,7}2) ,

n—oo

ﬁ(ﬁ(2)—n) L% <0, in2>-

n—o00

On observe que
> les deux estimateurs sont asymptotiquement gaussiens,
> ont la méme vitesse de convergence,

» mais la variance asymptotique de A(!) est plus faible.

(2/2)
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Comparaison asymptotique d'estimateurs (scalaires)

En résumé :

Vi (i® =) s (0,02),

n—oo

ﬁ(ﬁ(2)—n) L% <0, 2772>-

n—o00

On observe que
> les deux estimateurs sont asymptotiquement gaussiens,
> ont la méme vitesse de convergence,

» mais la variance asymptotique de A(!) est plus faible.

m On dit que A1) est asymptotiquement préférable a A(2).

(2/2)
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Plan du cours

1 — Lois asymptotiques et vitesse de convergence

1.3 — Efficacité asymptotique



Efficacité asymptotique
Rappel (borne de Cramér-Rao pour un paramétre scalaire) :
vd ESB régulier de 6, V0 € ©
N ~ 1 —1
= > —
R9 (9) varg (9) - /1 (9),
avec /1(9) = vary (Sg(Xl))

m Si |'égalité est atteinte, alors § est dit efficace.
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Efficacité asymptotique
Rappel (borne de Cramér-Rao pour un paramétre scalaire) :

vd ESB régulier de 6, V0 € ©
A ~ 1 —1
= > —
Rg (9) varg (0) - /1 (9),
avec /1(9) = vary (Sg(Xl))
m Si |'égalité est atteinte, alors § est dit efficace.

Efficacité asymptotique

Définition. Un estimateur est dit asymptotiquement efficace si

> il est asymptotiquement normal a la vitesse -

\/El
P avec pour variance asymptotique Ifl(H).

Remarque : définition valable également dans le cas vectoriel, en remplagant la

variance par la matrice de covariance. 10/69



Efficacité asymptotique de 'EMV
Contexte : X1, Xo, ... id Py et, VO € ©, Py admet une densité f,.
Définition : modéle régulier
Le modéle statistique est dit régulier si
» les conditions Cy—Cs sont vérifiées (déf. données au cours 2)

» les conditions C3 & C4 sont vérifiées

» V0 € O, l'information de Fisher /1(6) est définie positive.
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Efficacité asymptotique de 'EMV
Contexte : X1, Xo, ... id Py et, VO € ©, Py admet une densité f,.
Définition : modéle régulier
Le modéle statistique est dit régulier si
» les conditions Cy—Cs sont vérifiées (déf. données au cours 2)

» les conditions C3 & C4 sont vérifiées
> V0 € ©, l'information de Fisher /1(6) est définie positive.

Théoréme

Si le modéle statistique est régulier et si I'EMV OA,, est consistant,
alors il est asymptotiquement efficace :

Jn (é,, - 9) o, (0,171 (9)).

n—o0
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Information de Fisher dans les modéles réguliers

Rappel. L'information de Fisher apportée par X est la matrice

1(0) = varg(Ss) = Eq (59 59T> .
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Information de Fisher dans les modéles réguliers

Rappel. L'information de Fisher apportée par X est la matrice

1(0) = varg(Ss) = Eq (59 SJ) .

Proposition : autre expression de |'information de Fisher

Dans un modéle régulier, on a I'égalité

1(0) = —Eg (Ve (59T)>7 (*)

Autrement dit : V8 € ©, Vj < p, Vk < p,
2
_ *) 9
(1(0); = (aes ) —Eg (8986 Infe(X))

Remarque : en fait, si Co—Cgs sont vérifiées, alors Cy et (x) sont équivalents.
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Exemple : « fiabilité composant » (suite)

Question : 0, = 1/X,, est-il asymptotiquement efficace ?

On a déja calculé le score : Sy(X1) = 5 — Xi.
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Exemple : « fiabilité composant » (suite)

Question : 6, = 1/X,, est-il asymptotiquement efficace ?

On a déja calculé le score : Sy(X1) = 5 — Xi.

Calcul de I'information de Fisher (deux approches) :

Caleul de Eg (Sp(X1)?) Calcul de —Ey (5¢(X1))
h(0) = varg(X1) = n? = 7 h(0) = —Eo (—5z) = 3
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Exemple : « fiabilité composant » (suite)

Question : 6, = 1/X,, est-il asymptotiquement efficace ?

On a déja calculé le score : Sy(X1) = 5 — Xi.

Calcul de I'information de Fisher (deux approches) :

Caleul de Eg (Sp(X1)?) Calcul de —Ey (5¢(X1))
h(0) = varg(X1) = n? = 7 h(0) = —Eo (—5z) = 3

Conclusion : puisque \/n (Xin — 0) L A (0,6%),

~

0, = % est asymptotiquement efficace.

1
X
m On retrouve le résultat du théoréme (Co—C, sont vérifiées).
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Plan du cours

2 — Régions et intervalles de confiance
2.1 — Définition et exemple
2.2 — Intervalle de confiance exact
2.3 — Intervalle de confiance asymptotique



Plan du cours

2 — Régions et intervalles de confiance
2.1 — Définition et exemple



Motivation

Probléme

Un estimateur ponctuel commet nécessairement une erreur
d’estimation.
Comment « rendre compte » de cette erreur?
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Motivation

Probléme

Un estimateur ponctuel commet nécessairement une erreur
d'estimation.
Comment « rendre compte » de cette erreur ?

Deux approches :

» fournir en plus de la valeur estimée,

» la loi de I'estimateur 7}, exacte ou approchée,
» ou au moins une « mesure de dispersion »
(par ex. son écart-type);
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Motivation

Probléme

Un estimateur ponctuel commet nécessairement une erreur
d’estimation.
Comment « rendre compte » de cette erreur ?

Deux approches :

» fournir en plus de la valeur estimée,

» la loi de I'estimateur 7}, exacte ou approchée,
» ou au moins une « mesure de dispersion »
(par ex. son écart-type);

» donner, plutét qu'une estimation ponctuelle 7,

‘un intervalle de confiance pour 7.

23/69



Taux de couverture

Rappel. n = g(0).

Soient
» P(N) I'ensemble des parties de N = g(©),
» C(X) une statistique a valeurs dans P(N).
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Taux de couverture

Rappel. n = g(0).

Soient
» P(N) I'ensemble des parties de N = g(©),
» C(X) une statistique a valeurs dans P(N).

Souhait. Que C (X) contienne 1 avec une forte probabilité.

Définition

Pour 6 € ©, le taux de couverture de C (X) pour 7 est défini par :

Py (n € C(X))
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Taux de couverture

Rappel. n = g(0).

Soient
» P(N) I'ensemble des parties de N = g(©),
» C(X) une statistique a valeurs dans P(N).

Souhait. Que C (X) contienne 1 avec une forte probabilité.
Définition
Pour 6 € ©, le taux de couverture de C (X) pour 7 est défini par :

Py (n € C(X))

A\ En général, le taux de couverture dépend de la loi sous-jacente,
c'est-a-dire de 6.
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Régions et intervalles de confiance

On cherche a contréler le taux de couverture.

Soit o € ]0, 1].

Définition : région de confiance de niveau 1 — «

Une région de confiance de niveau (au moins) 1 — a pour 7 est une
statistique C (X) a valeurs dans P(N) telle que :

Voe©, Py(neC(X)) > 1-a.
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Régions et intervalles de confiance
On cherche a contréler le taux de couverture.

Soit o € ]0, 1].

Définition : région de confiance de niveau 1 — «

Une région de confiance de niveau (au moins) 1 — a pour 7 est une
statistique C (X) a valeurs dans P(N) telle que :

Voe©, Py(neC(X)) > 1-a.
On dit que C (X)) est de niveau exactement 1 — « si
Ve©, Py(neC(X)) =1-a.

(On dit aussi : de « taille » 1 — a.)

Cas scalaire. Si C(X) est un intervalle de R, on parle d’intervalle de
confiance.
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Exemple : n-échantillon .4 (p1, 03), avec o2 connu

Comme X ~ N (u,%g), T=+/n )_(TT,M ~ 4 (0,1), donc pour o = 5% :

P, (ﬁ Xou ¢ [~1.96, 1.96]) ~1—a=095%,

ou 1.96 est le quantile d'ordre 97.5% de la loi .#(0,1).

0.4
0.3

0.2

26/69



Exemple : n-échantillon .4 (p1, 03), avec o2 connu

Comme)?NJV(u,%g), Tzﬁ%w/(&l), donc pour a = 5% :

P, (ﬁ

ou 1.96 est le quantile d'ordre 97.5% de la loi .#7(0,1).

i [-1.96, 1.96]) ~1—a=95%,

0.4
0.3

0.2

On “pivote” pour obtenir un IC de niveau exactement 95% :

X—p _ —|x_ g0 ¥ o
Vi Xh e [-1.96,1.96] & pe C(X)= [X 1.96 %, X +1.96 %]
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Interprétation : simulations

On simule 100 réalisations avec = 10 et op = 1.

IC 100

IC1

p =10
En rouge : les réalisations ot I'lC ne contient pas p = 10.

w | a proportion des cas ou I'lC qui ne contient pas p est (environ) a.
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Plan du cours

2 — Régions et intervalles de confiance

2.2 — Intervalle de confiance exact



Loi libre et fonction pivotale
La démarche peut &tre formalisée avec la notion de fonction pivotale.
Définitions

Une fonction
T:XxN = R

est dite pivotale si la loi de la variable aléatoire T = T(X,n) ne
dépend pas de . On dit que la loi de T(X,n) est libre.
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Loi libre et fonction pivotale

La démarche peut &tre formalisée avec la notion de fonction pivotale.

Définitions
Une fonction
T:XxN — R

est dite pivotale si la loi de la variable aléatoire T = T(X,7) ne
dépend pas de 0. On dit que la loi de T(X,n) est libre.

, iid
Retour sur 'exemple : Xi,..., X, ~ A (u,03) avec oo connu.

Alors T = /n XZ—;“ est pivotale puisque

Xn— 1

g0

~ ¥(0,1).

Remarque : on peut aussi choisir T = /n ()_(,, — ,u) ~ H(0,03).
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Rappel de proba : quantiles

Définition : quantile d'ordre r

Soit F(x) la fonction de répartition d'une loi sur R.

Pour 0 < r < 1, le quantile d'ordre r de la loi est défini par :

gr=inf{x eR, F(x)>r} =min{x eR, F(x)>r}.
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Rappel de proba : quantiles

Définition : quantile d'ordre r
Soit F(x) la fonction de répartition d'une loi sur R.

Pour 0 < r < 1, le quantile d'ordre r de la loi est défini par :

gr=inf{x eR, F(x)>r} =min{x eR, F(x)>r}.

Propriétés :
» Si F est continue, alors F(q,) =r.

» Si de plus F est strictement croissante, alors g, = F1(r).
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Fonction quantile de la loi .47(0,1)

04
03 —fx(%)
0.2
0.1
% 20.84 o 2 4 -4 20.84 o 2 4
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Utilisation des fonctions pivotales

Soient T (X, n) une fonction pivotale et o € ]0, 1].

Proposition

Supposons la fonction de répartition F de T (X,7) continue et
strictement croissante, et notons q, = F~%(r) le quantile d'ordre r.

Alors, pour tout v € [0, o] :

C"(X) ={n € N tel que g, < T (X,n) < Gy+1-a}
= T_l (Ka [q’Y’ q’y+1fa])

est un intervalle de confiance pour 7 de niveau exactement 1 — «.

31/69



Utilisation des fonctions pivotales

Soient T (X, n) une fonction pivotale et o € ]0, 1].

Proposition

Supposons la fonction de répartition F de T (X,7) continue et
strictement croissante, et notons q, = F~%(r) le quantile d'ordre r.

Alors, pour tout v € [0, o] :

C"(X) ={n € N tel que g, < T (X,n) < Gy+1-a}
= T_l (Ka [q’Y’ q’y+1fa])

est un intervalle de confiance pour 7 de niveau exactement 1 — «.

Démonstration. Py (g(f) € C7 (X)) =Po(qy < T(X,n) < Gy41-0a)
— F(qy1-a) —F(a,) =1—a
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Exemple : n-échantillon .4 (p1, 03), avec o2 connu

Considérons a nouveau la fonction pivotale

T(X, 1) =+/n X=n) A (0,1).

0o

Pour tout v < «, on obtient un IC de niveau (exactement) 1 — o :

~ v, 00 v 00
C"=1X—-——q1-a+y, X——F¢qy
\/ﬁql a+ys \/Eq"f I

avec g, le quantile d'ordre r de la loi .47(0,1).
Par exemple, avec v = % et =0.05:

—q1—a+y = —QGo.o75 ~ —1.96
—@y = —qo.025 ~ +1.96
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Choix du paramétre ~

041
=0
02
o0
0
-4 3 2 -1 0 1 2 3 4
041
y=ax02
02
3.4588
0
-4 3 2 Bl 0 1 2 3 4
0.4
y=ax0.5
02
3.2897
0
-4 3 2 Rl 0 1 2 3 4
0.4
T=a
02
oo
0
-4 3 2 -1 0 1 2 3 4

Densité de la loi .4#7(0,1) et quantiles associés pour oz = 0.1
et plusieurs valeurs de y (valeurs en rouge : gy41-a — G5).

. : : . . a
Critére usuel : valeur t.q. I'IC soit de longueur minimale (ici v = 5).
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Exemple : « fiabilité composant » (suite)

On peut montrer que :

T(K’n) =

SER

~ [ (n,n).

D'ou un IC de niveau (exactement) 1 — a pour 7 :

X X
' = |:7 :| y
Ay

+1-a Q~
avec g, le quantile d'ordre r de la loi I (n, n).

Choix de v : on peut prendre v = 5 par simplicité, ou chercher numériquement
~ tel que la longueur 1/gy — 1/G14~v—a— soit minimale.
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Exemple : « fiabilité composant » (suite)

A
—ddp de e

Application numérique :
n =10, a = 5%, x =10.15!
C = [5.9418,21.1693]

0.4

02 2.5%
0 [q'y‘a CI'erlfa/ﬂ

;
0 q'=0.47954 1 q*=1.7085 2 3,7(1)
n

Densité de la loi pivotale ['(n, n)
et quantiles associés pour o = 0.05 et y = 5.
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Plan du cours

2 — Régions et intervalles de confiance

2.3 — Intervalle de confiance asymptotique



Motivation et objectif

Probléme

Il est parfois (souvent) difficile de trouver une fonction pivotale.
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Motivation et objectif

Probléme

Il est parfois (souvent) difficile de trouver une fonction pivotale.

Solution : recourir & nouveau a une approche asymptotique.
» Obtention d'intervalles « approximatifs ».

» Calculs facilités grace aux outils déja introduits
(TCL, Slutsky, delta méthode. . .).
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Motivation et objectif

Probléme

Il est parfois (souvent) difficile de trouver une fonction pivotale.

Solution : recourir & nouveau a une approche asymptotique.
» Obtention d'intervalles « approximatifs ».

» Calculs facilités grace aux outils déja introduits
(TCL, Slutsky, delta méthode. . .).

A Toute analyse menée dans le cadre asymptotique est
approximative lorsque n est fini.

m | es résultats obtenus peuvent &tre mauvais pour n petit. . .
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Région (intervalle) de confiance asymptotique
On note X, = (X1,...,X,). Rappel : n=g(0) et N = g(©).

Définition : région de confiance asymptotique

Une région de confiance asymptotique de niveau (au moins) 1 — «
est une statistique C,(X,,) a valeurs dans P(N), telle que

Weo, lim Py(g(d) € Gr(X,) > 1-a.

(variante : « exactement » si égalité pour tout 6.)

Rappel : pour une RC « exacte » de niveau (au moins) 1 — «,
V0e®, Py(g(d)cCn(X,) 2 1-a

(ici « exacte » signifie « non asymptotique » ).
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Construction d'intervalles de confiance asymptotique

On a recours aux fonctions pivotales asymptotiques.
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Construction d'intervalles de confiance asymptotique

On a recours aux fonctions pivotales asymptotiques.

Leur utilisation est illustrée pour :

» le paramétre d'une loi de Rayleigh

Il s'agit d'un exercice mélant définitions et questions.
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Construction d'intervalles de confiance asymptotique

On a recours aux fonctions pivotales asymptotiques.

Leur utilisation est illustrée pour :

» le paramétre d'une loi de Rayleigh

Il s'agit d'un exercice mélant définitions et questions.

» |'application « fiabilité composant »

On montre que

1 - 1 _
o[- Fros) R (0 ros) #]
est un IC asymptotique de niveau 1 — « pour 1 ol g, est le
quantile d'ordre r de la loi .47(0, 1).

ALa construction d’IC asymptotique est au programme du cours (et de I'examen).
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Conclusion du cours et transition vers la séquence suivante

Nous avons vu et développerons en TD 3 :

> des outils pour établir la convergence en loi et la vitesse de
convergence d'une suite d'estimateurs,

» |'utilisation de la loi (asymptotique) d'une suite d’'estimateurs
pour construire des intervalles ou régions de confiance.
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Conclusion du cours et transition vers la séquence suivante

Nous avons vu et développerons en TD 3 :

> des outils pour établir la convergence en loi et la vitesse de
convergence d'une suite d'estimateurs,

» |'utilisation de la loi (asymptotique) d'une suite d’'estimateurs
pour construire des intervalles ou régions de confiance.

Nous traiterons dans la séquence 4 :

» de la prise de décision par un test d'hypothéses statistique,
» de la construction d'un tel test,

» des risques associés a une telle décision.
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Plan du cours

3 — Exercices types
3.1 — Enoncés
3.2 — Corrigés



Plan du cours

3 — Exercices types
3.1 — Enoncés



Exercice 1 (Estimation de la probabilité d'un événement)

Soit (X;)n>1 une suite de VA iid a valeurs dans (X, &7).

Pour un A € o7 donng, on estime 7 = P (X; € A) a I'aide de la
fonction indicatrice :

N B
Nn = N ZI]IX,EA

Question

Etudier le comportement asymptotique de 7.
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Exercice 2 (Loi asymptotique)

Soient Xi,..., X, < £ (0), avec 6 > 0.

Soit ) la probabilité de dépasser un seuil xg > 0 donné :

n = Pp(X > xp) = exp (—bxp) .

Questions

© Etudier le comportement asymptotique de la moyenne
empirique X,,.

(1)

@® Proposer un estimateur 7, ’ fonction de X,, par substitution.

© Etudier le comportement asymptotique de ﬁf,l).

O Soit ﬁ;,z) = %27:1 I x>y L'un des deux estimateurs est-il
asymptotiquement préférable a I'autre ?
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Exercice 3 (Loi de Rayleigh : IC asymptotique)

Il s’agit d'un exercice long qui aborde la notion d’intervalle de
confiance asymptotique.

Soient X1, ..., X, " % (02), avec 0% > 0.

Les questions @-© détaillent I'obtention d'IC asymptotique a I'aide
de fonctions pivotales asymptotiques.

Les questions @-@ illustrent la notion de taux de couverture
appliquée au contexte des IC asymptotiques.
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Exercice 3 (Loi de Rayleigh : IC asymptotique)

Définition
Une (suite de) fonction(s)
Th: X"xN — R
est une fonction pivotale asymptotique si la loi limite de T, (X,,,n)
ne dépend pas de 6 :

Tn (Km 77) IL) Too

n—o0
ol T est une VA dont la loi est libre.

Définition donnée avec les notations du cours

m Dans le cadre de I'exercice, n = 0 = o2,
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Exercice 3 (Loi de Rayleigh : IC asymptotique)

Utilisation des fonctions pivotales asymptotiques :
m |dentique & celle des fonctions pivotales dans le cas exact !
m | es intervalles obtenus sont des intervalles de confiance
asymptotique.

Questions

n
® Déterminer la loi asymptotique de X, = %ZX;
i=1
@® En utilisant la loi asymptotique de X, proposer une fonction
pivotale asymptotique,
© en déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau
1—a.
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Exercice 3 (Loi de Rayleigh : IC asymptotique)

Rappel : le taux de couverture d'un IC est son niveau réel.

Le calcul du taux de couverture de C, (X,,) nécessite de manipuler
la Fonction de répartition (FR) de T,,.

Ici, T, dépend de X, dont la loi n'est pas une loi standard.
m s3 FR est cependant accessible numériquement.

Questions

1 n
Mont - g Xi ~SR(n,1
@ Montrer que D> (n,1)
ol F(" est la FR de la loi SR(n, 1).

© Exprimer le taux de couverture de C, (X,,) a I'aide de F().
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Exercice 4 (IC asymptotique Fiabilité composant)

Contexte de |'application « Fiabilité composant »

i 1
(X1, Xn) S E(O) ety = -
Questions
@ Montrer que
()_<n - 77) loi
T,=+/n = — A4°(0,1).

n
est une fonction pivotale asymptotique (voir exercice 3 pour

une définition de ce terme).

® Utiliser cette fonction pivotale pour construire un IC
asymptotique de niveau 1 — a.

© Exprimer la couverture de I'lC asymptotique obtenu.
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Plan du cours

3 — Exercices types

3.2 — Corrigés



Corrigé de |'exercice 1

En appliquant le TCLa Y; = 1x.ca id Ber(n) :

V(i —m) === A (0,n(1—n)).
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Corrigé de |'exercice 1

En appliquant le TCL a Y; =1x,ca S Ber(n) :

Va(in =) —=— A (0,n(1—n)).
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Corrigé de |'exercice 1
En appliquant le TCLa Y; = 1x.ca id Ber(n) :

V(i —m) === A (0,n(1—n)).

Concl. :si 0 < n < 1, alors 1j, est asymptotiquement gaussien, avec
> vitesse de convergence : %
» variance asymptotique : 7(1 — 7).
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Corrigé de |'exercice 2

O Appliquant le TCL :
< 1 loi 1
A(%e=3) e (0)

n—o00 02

Qn:exp< XO) = h(3)

avec h: u+— exp (——) continue sur R .

Utilisant la méthode de substitution a X, estimateur de % :
At = h (X _)f°>
) = oo ( X,
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Corrigé de |'exercice 2

© h est dérivable sur R* avec h'(u) = X—g exp (—ﬁ).
u u

Appliquant le Delta théoréme dans le contexte gaussien :
ﬁh()?)—hl N 4 0h’12l
" 0 n—o0 ’ 0) 62

Vi (i =n) = (0. (o0 exp (~0x0))°)

Soit :

La variance asymptotique de ﬁ,(,l) est 02(0) = (xof exp (—0x0))>.

49/69



Corrigé de |'exercice 2

Zi,...,Z, 1ID

2 _1¢, =
Qi = n ZZ, avec Zj = lx>x, = { Zy ~ Ber(n)

i=1

Utilisant le résultat de |'exercice 1 :
Vi (D =n) = o (0,n(1 —n))
n—oo
avec 1) = exp (—0xp), on obtient la variance asymptotique :

03(0) = exp (—0xp) (1 — exp (—bx0)).
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Corrigé de |'exercice 2

Soit A(8) = 03(6) — o2(0).
A(0) = exp(—bx0) (1 — exp (—0x0) — x50% exp (—0xo))
= exp (—0x0) ¢(0x0)
avec p(u) = 1 — exp(—u)(1 + v?).

Un tableau de variation de ¢ montre que ¢ > 0 sur R,..

(1)

Ay’ est donc asymptotiquement préférable a 77572).
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Corrigé de |'exercice 2

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Tracés des 2 variances asymptotiques pour xp = 2.0.
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Corrigé de |'exercice 3

© Par application directe du TCL :

(35 x-aff) 50 o (0t - 3)).

A Ainsi :

%_f
To=+/n A
v

[0 _

2

est une fonction pivotale asymptotique.
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Corrigé de |'exercice 3

® Comme T, L A(0,1), il vient avec un niveau 1 — o :

X, T
o 2
—q1-¢ <+n T < a1-g
o =
2

ou g, est le quantile d'ordre r de la loi .47(0, 1).

D’ou l'intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « :

1

*n
™ q_f q_f 4
1 7_1 1 4
™
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Corrigé de |'exercice 3

On peut simplifier I'lC asymptotique en effectuant un
développement limité :

IC asymptotique de niveau 1 — « pour o

2 - di—2 [4 gi_a |4
Cn_\/7Xn1— kS (A P —1]
s NI vn V'
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Corrigé de |'exercice 3
2 Z \ 1. XI
O X; ~ R(0°). o étant un paramétre d'échelle : — ~ R(1).
o
1 n
Les X; étant IID, il vient — Xi ~SR(n,1).
es X; étan il vient — E (n,1)

i=1
© Taux de couverture de C, (X,)

Py(o € Co(X,) = Pylan< =) Xi<b,

2
avec

7T

Remarque. Ici le taux de couverture ne dépend pas de 6.
C’est un cas particulier car o est un paramétre d'échelle. D



Corrigé de |'exercice 3

0.96 ‘
— taux de couverture
— 11—«
0.955 1
0.95 : :
10° 10 102

taille échantillon n

Taux de couverture de I'lC asymptotique C,(X,,) avec o = 5%.

Remarque. On observe qu'on a bien un intervalle de confiance de niveau
asymptotique (exactement) 1 — a :

Vo, lim Po(oc e CG(X,))=1-a
n—oo
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Corrigé de |'exercice 4

©® On a montré dans le cours (TCL, Slutski, Mann-Wald) que

Ug (Knv 77) = \m ()_(H_f 77) o ~ N (0, 1) s

Xn n—o0

m T, est donc une fonction pivotale asymptotique.

® |C asymptotique de niveau 1 — o pour 1 :

1 — 1 _
(1 e ) X (14 ——qia ) X,
“ K 7 ) ( A ) ]

ol g, est le quantile d'ordre r de la loi .#7(0,1).
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Corrigé de |'exercice 4

121
U 1F . . L.
= Application numérique :
co8f
(] — — 7=
..l n =10, =0.05, 7 =10.1515
04 1Ce¥aCt _[5.949 21.17),
0.2
0 T~ )
0 05 1 15 2 .5
valeurs de T = %
04t
:.d_‘)
'g“’ ICHSYMP- = [3.86, 16.44]
[}
oo02r
01
0 | ‘
-4 -3 2 1

valeurs de T,)= /n (1- %)

A Ne pas confondre les intervalles sur les fonctions pivotales [qg » Gy g] et les intervalles de
2 2
confiance sur 7.
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Corrigé de |'exercice 4

251
— 1
IC
----1C asympt.
20
157:';

5l |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

taille echantillon n

Comparaison des IC exact et asymptotique en fonction de n
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Corrigé de |'exercice 4

©® Taux de couverture de C, (X,)

Po(n e Ch(X,) = P (77 € [(1— %ql—g) : (1"‘\%571—%)} Xn)
_p <1<>‘<n<1)
? 1+ﬁq1fg o _1—%%,%

Xn
Comme (rappel) — ~ [ (n, n), il vient :
n

Py (n € Co(X,)) = FF(mn ; _FT(nn) +
1_7(71*% 1+ - qig

avec F'("" fonction de répartition de la loi [(n, n).
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Corrigé de |'exercice 4

0.96

0.94r — taux de couverture |
0.92+ — 11—« .
0.9F T. = 0.90351(n = 10) e
0.88F .
0.86 ‘ ‘ ‘ 1

10 102 10° 10*
taille échantillon n
Taux de couverture de I'lC asympt. de niveau 95%
Remarques.

> On retrouve que V0, lim Py (n € C,(X,)) >1—a.
n— oo

» En général le taux de couverture dépend de 6. Ici, ce n'est pas le cas car
7 est un paramétre d'échelle.
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Plan du cours

4 — Annexes



Démonstration

Z admet un moment d'ordre 2. On peut donc définir :
» sa moyenne u = E(Z),
> sa matrice de covariance Lz = E((Z — u)(Z —p)").

Commencgons par remarquer que s'il existe a € R9\ {0} et c € R
tel que a' Z =¢; pss., alors c=a' .

Un résultat intermédiaire

Soit V variable aléatoire scalaire positive. On a :

E(V)=0 < V=0 ps. (%)
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Démonstration (suite)

Soient a € R9\ {0} et c € R.

a'lZ=cps. <= a'(Z-pu)=0 ps.
— a (Z-u)(Z-wTa=0 ps.
— E(a'(Z - p)(Z — p)"a) =0 (utilisant (*))
< a'Yza=0

a
a

La matrice 7 étant définie positive, a' ¥ za = 0 (avec a # 0)
signifie que a € Ker(Xz).
Ainsi,
Z dégénérée <= Ja#0tq. a' Z=c ps.
e Ja#£0eKer(Zz)
<= Y.z non inversible
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Lien entre convergence en loi et en probabilité

On sait déja que la convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

Soit (Yn),cx- une suite de VA a valeurs dans R?.

Proposition

0 loi P
Si Y, =5 ¢, avec ¢ € RY une constante, alors Y, — c.

Corollaire
S'il existe ¢ € RY,
» une VA Z a valeurs dans RY,

» une suite (an)nen+ @ valeurs réelles et telle que lim a, = oo,
n— oo

tels que
.
an(Yn—c) LNy 4
n—oo
alors
P
Y, —— ¢
n—oo

Démo. (exercice) : combiner la prop. ci-dessus et le thm de Slutsky (voir plus loin).

O
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Démonstration « delta théoréme » (cas scalaire)

Soit la fonction v définie par :

ho)—hm)
w(y)—{ V7

y—m
h'(m) siy =m;

g 2.0 loi
1) est continue en m car h est dérivable en m. Comme Y, —— m,

W(Ya) == W(m) = b (m),
et donc (Slutsky)

(V(Yo = m), (V) —=— (Z,H(m)).

n—o0o

Finalement, on a

Vi (h(Ya) = h(m)) = VA (Yo — m)(Ya) —= K (m)Z. [
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Modéles réguliers : conditions de régularité Cs et Cy
Rappel : Cp, C; et Cy ont été définies au cours précédent.
Condition de régularité Cs

0 — fy(x) est deux fois continiment différentiable v-presque pour
tout x.

Condition de régularité Cy

En tout point € ©, on a

[ 9095 i) () = Vi | VT ) v(d).
S S

Autrement dit : V0 € ©, Vk < p, Vj < p,

9?fy(x) _ 0 [ 9f(x)
5008, V' =50, |. a0,

v(dx).
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Exemple d'EMV non asymptotiquement gaussien

Soient Xi,..., X, id Z/l[o,g], avec 6 > 0 inconnu.

A Ce modéle n'est pas régulier (pourquoi ?).

On montre que (cf. TD1, exercice 1.2)

> ), = max;j<, X;i est 'EMV de 0, et

> n<§n—9> ILi>—ZavecZwS<)\:1>.

0

n—o0

Dans ce cas particulier,

m |'"EMV n'est pas asymptotiquement gaussien ;

m |3 vitesse de convergence est % : plus rapide que %
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La loi Rayleigh # (02)

Soit X ~ % (02) avec o > 0. Sa densité est :
X X2
f(X) = ; exp (_M) ]lR+(X).
Moments

» moyenne : E;(X) = a\/j

> variance : var,(X) = o2 (2 = g)

Propriété
si X ~ Z(0?) alors Y = X2 ~ & (523).

Loi d'une somme de lois de Rayleigh

On définit (pour I'exercice) la loi suivante :

Si (X1,..., Xn) S R(0?), alors Z = N X ~ SR(n, 0?). oo
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