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Cours 5/9
Estimation bayésienne

Objectifs du cours 5

» Introduire la notion d'information a priori.
» Se familiariser avec les approches bayésiennes.

» Construire de nouveaux estimateurs intégrant un a priori.
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Plan du cours

1 — Introduction : risque bayésien

2 — Statistique bayésienne : loi a priori / a posteriori
3 — Choisir une loi a priori

4 — Estimateurs bayésiens

5 — Exercices types

6 — Annexes
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Plan du cours

1 — Introduction : risque bayésien



Rappel : comparaison d’estimateurs

Risque quadratique : Ry(7) = Eq (|1 — g(0)?).

Définitions
On dira que 7}/ est préférable (au sens large) a 7 si
> VO € O, Ry(7') < Ro(),

On dira qu'il est strictement préférable a 4 si, de plus,
> J0 € O, Rg(ﬁ/) < Ry(1),
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Rappel : comparaison d’estimateurs

Risque quadratique : Ry(7) = Eq (|1 — g(0)?).

Définitions
On dira que 7} est préférable (au sens large) a 7 si
> VO e @, R@(ﬁ/) < Rg(ﬁ),

On dira qu'il est strictement préférable a 7 si, de plus,
> J0 € O, Rg(ﬁ/) < Rg(ﬁ),

Remarques
» La relation « préférable a » est un ordre partiel sur les risques.
» |l n'existe pas en général un estimateur optimal, cad un

estimateur préférable a tous les autres (sauf a restreindre la
classe d’estimateurs considérés).
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Comparer (tous) les estimateurs : deux approches

Deux approches permettent d’affiner la comparaison
dans les cas ou les fonctions de risque ne sont pas comparables :

@ approche minimax (ou « pire cas ») :

Rmax(ﬁ) = ;Ug R@(ﬁ),
S
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Comparer (tous) les estimateurs : deux approches

Deux approches permettent d’affiner la comparaison
dans les cas ou les fonctions de risque ne sont pas comparables :

@ approche minimax (ou « pire cas ») :

Rmax(ﬁ) = ;Ug Re(ﬁ),
S

@® approche bayésienne (ou « en moyenne ») :

RBayes,ﬂ (ﬁ) = / Ry (ﬁ) 7T(d9),

o

ol 7 est une mesure de probabilité sur ©, a choisir.
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Comparer (tous) les estimateurs : deux approches

Deux approches permettent d’affiner la comparaison
dans les cas ou les fonctions de risque ne sont pas comparables :

@ approche minimax (ou « pire cas ») :

Rmax(ﬁ) = ;Ug RG(ﬁ)y
S

m ne sera pas discutée cette année;

@® approche bayésienne (ou « en moyenne ») :
RBayes,ﬂ (ﬁ) = /@ Ry (ﬁ) 7T(d9),
ol 7 est une mesure de probabilité sur ©, a choisir.

m c'est le sujet de ce cours.
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Exemple : boules blanches / boules rouges

2

(voir cours n°1)

— ddp U[o,1]

0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

Mesure 7 : uniforme sur [0, 1]

b i X+l
e n-+2

0.2

0.4

0.6

0.8
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Exemple : boules blanches / boules rouges  (voir cours n°1)

2 o | | = ddp Beta(i 6)
— ddp U[o,1]

0.5

o 0 02 0.4 0.6 0.8 1
0 02 04 06 08 1 0

[/
: Beta (1
Mesure 7 : uniforme sur [0, 1] Mesure  : Beta (1,6)

b, — 2y Xi+1

a

A Z,'Ll Xi+1

2] S = =1

n+2 ! n+7
Observation : éb < éa,

m |e deuxiéme estimateur fournit des réponses plus petites.
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Exemple : boules blanches / boules rouges (avec n = 10)

| N
0.6 1
0
=X 6=140, 6 =0,
~ 0.025 =~ 0.0208 ~ 0.1246
Rmax (9) 1 1 36
an 4(n+2) (n+7)?
R @) ~ 0.0167 ~ 0.0162 ~ 0.0456
Bayes,m 1 n+4 n+ 69
avec m ~ Upo 6n 6(n +2) 6(n+7)2
Reayes.x (9) ~0.0107 | ~00120 | ~ 0.0089
e 3 3n+22 30+ 42
avec 7 ~ Beta(1,6) o 28(n 1 2)2 28(n 1 7)2

Etablir les expressions de Rmax et RBayes,~ Pour 0= X.
£ valable pour n < 77
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Paramétre inconnu — variable aléatoire

On supposera a partir de maintenant un modéle dominé : ddp fp(x).

Considérons le risque bayésien (quadratique dans ce cas)

RBayes,Tr(ﬁ) = LRG(ﬁ) 71-(dg)
= [ Ea (I~ £@IF) w(0)
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Paramétre inconnu — variable aléatoire

On supposera a partir de maintenant un modéle dominé : ddp fp(x).

Considérons le risque bayésien (quadratique dans ce cas)

RBayes,Tr(ﬁ) = LRG(ﬁ) 71-(dg)
= [ Ea (I~ £@IF) w(0)

On peut le ré-écrire sous la forme :

2
Resyesn (7 / /X . g0 filx)v(dx) n(d0)

Mesure de proba sur X x ©
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Paramétre inconnu — variable aléatoire (suite)
Introduisons une nouvelle variable aléatoire 19, telle que

(X, 9) ~ fy(x)v(dx) m(d6). (%)

(Remarque technique : I'introduction d'une nouvelle VA ¥ telle que (x) soit vraie est toujours possible,
quitte 3 remplacer I'espace Q sous-jacent par 2 = Q x ©, a condition que © soit muni d'une tribu Fg
telle que 0 — Py(E) est Fg-mesurable pour tout E € F.)
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Paramétre inconnu — variable aléatoire (suite)
Introduisons une nouvelle variable aléatoire 19, telle que
(X, 9) ~ fi(x) v(dx) ©(d6). (*)
Alors le risque bayésien se ré-écrit plus simplement :
Reayes = E (11— g(d)I),

I'espérance portant cette fois sur X et sur 1.

(Remarque technique : I'introduction d'une nouvelle VA ¥ telle que (x) soit vraie est toujours possible,
quitte 3 remplacer I'espace Q sous-jacent par 2 = Q x ©, a condition que © soit muni d'une tribu Fg
telle que 0 — Py(E) est Fg-mesurable pour tout E € F.)
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Paramétre inconnu — variable aléatoire (suite)
Introduisons une nouvelle variable aléatoire 19, telle que
(X, 9) ~ fo(x)v(dx) w(dO). (%)
Alors le risque bayésien se ré-écrit plus simplement :
Reayesw = E (11— g(9)I),

I'espérance portant cette fois sur X et sur 9.

Approche bayésienne

En statistique bayésienne, le paramétre inconnu 6 est (aussi)
modélisé comme une variable aléatoire.

(Remarque technique : I'introduction d'une nouvelle VA ¥ telle que (x) soit vraie est toujours possible,
quitte 3 remplacer I'espace Q sous-jacent par 2 = Q x ©, a condition que © soit muni d'une tribu Fg
telle que 0 — Py(E) est Fg-mesurable pour tout E € F.)
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Plan du cours

2 — Statistique bayésienne : loi a priori / a posteriori



Modéle statistique bayésien
Hypothéses techniques : on suppose a partir de maintenant que

» © est muni d'une tribu Zo. Par ex. : si © C R?, %o = B(©);
> 0 — Py(E) est Fo-mesurable pour tout E € .F (tribu sur Q sous-jacent).
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Modéle statistique bayésien

Hypothéses techniques : on suppose a partir de maintenant que
» © est muni d'une tribu Zo. Par ex. : si © C R?, %o = B(O);

> 0 — Py(E) est Fo-mesurable pour tout E € .F (tribu sur Q sous-jacent).

Définition
On appelle modéle statistique bayésien la donnée

» d'un modéle statistique tel que défini précédemment :
(&, o, {IP%, 0 c @}) ,

» d'une mesure de probabilité 7, dite loi a priori, sur (©, Zg).

Modéle supposé dominé — permet de définir une vraisemblance.
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Lois jointe, a priori et a posteriori
Rappel : on introduit une nouvelle variable aléatoire ¥, telle que
(X, 9) ~ filx) v(dx) w(d). (*)

Vocabulaire bayésien

On appelle :
» loi jointe la loi de X et ¢, c'est-a-dire (%),
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Lois jointe, a priori et a posteriori

Rappel : on introduit une nouvelle variable aléatoire ¥, telle que
(X, ¥) ~ fi(x) v(dx) n(do). (*)

Vocabulaire bayésien
On appelle :
» loi jointe la loi de X et ¢, c'est-a-dire (%),
» loi a priori la loi marginale PY de 4, c'est-a-dire ,

> loi a posteriori la loi P?IX de ¢ sachant les observations.
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Lois jointe, a priori et a posteriori

Rappel : on introduit une nouvelle variable aléatoire ¥, telle que
(X, 9) ~ fo(x)v(dx) w(dB). (*)

Vocabulaire bayésien

On appelle :
» loi jointe la loi de X et ¢, c'est-a-dire (%),
» loi a priori la loi marginale PY de 4, c'est-a-dire T,

> loi a posteriori la loi P?IX de ¢ sachant les observations.

Interprétation (« bayésienne subjective »)

» loi a priori — connaissance de  avant acquisition des données

» loi a posteriori — ... aprés acquisition des données
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A propos. .. qu'est-ce qu'une loi conditionnelle?
Définition générale : hors programme!

(= utilise la notion de noyau)
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A propos. .. qu'est-ce qu'une loi conditionnelle?
Définition générale : hors programme!

(= utilise la notion de noyau)

Soit (U, V') un couple de variables (ou vecteurs) aléatoires
admettant une densité par rapport a une certaine mesure
produit V1 Q V.

On définira PYIY=t comme la mesure admettant la densité

FUV(u,v)

T = FU(u)

par rapport a 1o, pour tout u tel que fY(u) > 0.
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A propos. .. qu'est-ce qu'une loi conditionnelle?
Définition générale : hors programme!

(= utilise la notion de noyau)

Soit (U, V') un couple de variables (ou vecteurs) aléatoires
admettant une densité par rapport a une certaine mesure
produit V1 Q V.

On définira PYIY=t comme la mesure admettant la densité

fUY(u,v)
fV‘U — ?

(V | U) fU(U)
par rapport a 1o, pour tout u tel que fY(u) > 0.

On a alors, pour toute fonction ¢ mesurable t.q. (U, V) € L,

E(p(U, V) | U) %= /e o(U,v) P | U) ma(dv).
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Densité jointe et densités marginales

On supposera a partir de maintenant’ que 7 admet une densité
» par rapport a une mesure p sur (©,.%g), par ex. Lebesgue,

» on notera (abusivement) : w(df) = 7(0) p(d0).

T Cen'est pas vraiment une hypothése, on peut toujours prendre p = 7 (avec la ddp égale a 1). 13702



Densité jointe et densités marginales

On supposera a partir de maintenant’ que 7 admet une densité
» par rapport a une mesure p sur (©,.%g), par ex. Lebesgue,

» on notera (abusivement) : w(df) = 7(0) p(d0).

Proposition

La loi jointe admet la densité jointe
FX)(x,8) = f(x)7(6),
et les densité marginales associées sont
f(6) = (6),
() = [ 66 7(6) (o)

T Cen'est pas vraiment une hypothése, on peut toujours prendre p = 7 (avec la ddp égale a 1). 13702



Démonstration

Densité jointe (démonstration informelle) :

P9 (dx,df) = fy(x)v(dx) w(0) p(dh)
= fy(x)m(0) v(dx)p(dh)
N——

ddp jointe
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Démonstration

Densité jointe (démonstration informelle) :

B (dx,df) = f(x)v(dx) w(0) p(dh)
— f)7(0) () p(d)
—

ddp jointe

Densités marginales — il suffit d'intégrer :
r0) = [ 660 7(6)v(dx) = 7(0)
() = [ 669 7(6) pla0).



Vraisemblance et formule de Bayes
Rappel de la densité conditionnelle :

UV (u, v
I | u) = ffu((u)) Vu t.q. fY(u) #0. (%)

15/42



Vraisemblance et formule de Bayes
Rappel de la densité conditionnelle :

WUV (u, v
IV | u) = fo((u)) Vu tg. fYu) #0. (%)

Proposition
i) La loi conditionnelle de X sachant ¥} admet la ddp

fﬁﬁ(g | 6) = fy(x) (« vraisemblance »).
ii) La loi a posteriori (¢ sachant X) admet la densité :

fy (x) 7(6)

X0 | x) = X(x)

(formule de Bayes).

Démonstration. Il suffit d’appliquer (%) a la densité jointe. O
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Remarque : proportionnalité

Le terme f%(x) joue le réle d'une constante de normalisation :
fo(x) ©(0)
FIX(0 | x) = L5

La « constante » fX(x) est souvent difficile a calculer, mais dans certaines situations (estimateur MAP,
méthodes numériques MCMC. . .) on peut s'en affranchir.
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Remarque : proportionnalité

Le terme f%(x) joue le réle d'une constante de normalisation :

() m(6)

fﬂlé(g | 5) = fé(l)

Notation. Le symbole « o » indique la proportionnalité. Ainsi,
X0 ] x) o f(x) (6),

soit encore, de facon informelle,

ddp a posteriori o vraisemblance x ddp a priori.

La « constante » fX(x) est souvent difficile a calculer, mais dans certaines situations (estimateur MAP,
méthodes numériques MCMC. . .) on peut s'en affranchir.
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Rappel : on veut estimer § = ﬁBB a partir de X1,..., X, i Ber(0).

Densité des observations :
f@(&) = H?ZIHX,' (]_ — 9)1_><,- — 9N(5) (1 o 9)”—/\/(5)‘

avec N(x) =37 x;.

17/42



Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Rappel : on veut estimer § = ﬁBB a partir de X1,..., X, i Ber(0).

Densité des observations :
fo(x) = My 67 (1 — )17 = 6V (1 — g)~ N,
avec N(x) =371 x;.
On se donne un a priori Beta(ag, bg) sur le paramétre 6 :
m(0) o< §21 (1— @)t
et on note, comme précédemment, ¢ la VA correspondante.

(La question du choix de I'a priori sera discutée plus loin.)
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Alors on a :

FIX(0 | x) o fy(x)7(0)
(1= )" NI gt (1 — gyt
— 980+N(§)—1 (1 _ 9)b0+"*N(§)71 .

x HN&)
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Alors on a :

X0 | x) o fy(x) (6)
X HN(X) (1 0) n—N(x) . 93071 (1 _ 0)[)0—1
— eao—&-N(g)— (1 - 9)b0+n7N(§)—1 ]

On reconnait (& une cst prés) la densité de la loi Beta(ap, by), avec

an:30+N7
b, =byg+n—N.

Conclusion. Loi a posteriori : ¥ | X ~ Beta(ap, bp).
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

25

Remarque : pour n — 0o, on a B(d | X,)) = X, + O(%) avec var(d | X)) ~

a priori Ujp,3), n =5

a priori Beta(1,6), n=5
6

—ddp a priori
—ddB a gosteriori

h
|
0 0 x 1

a priori Beta(1,6), n =20
6

n

0(1—9)
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Exemple : fiabilité composant

Rappel : Xi,..., X, i £(9) = 5(%) d'ou la vraisemblance :

n
L0nx,) = Fxnlm) = [ - exp (—1x,-)
i:177 n
n
=n "exp|—— Xi
n =1

(Ici on choisit de tout paramétrer directement en 7.)

Abus de notation : on note simplement f la densité conditionnelle, au lieu de fén‘", ou 7} serait la
variable aléatoire associée au paramétre 7.
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Exemple : fiabilité composant

Rappel : Xi,..., X, i £(9) = 5(%) d'ou la vraisemblance :

1 1
Clxn) = fxa ) = T ew (<)
i=1
. 1¢
= n "exp —fo,-
< N i=1 )

(Ici on choisit de tout paramétrer directement en 7.)

On choisit (voir plus loin) un a priori 4 (1, 03) tronqué pour 7 :

m(n) o exp <W> Lo

2
205

Abus de notation : on note simplement f la densité conditionnelle, au lieu de fén‘", ou 7} serait la
variable aléatoire associée au paramétre 7.
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Exemple : fiabilité composant (suite)

Loi a posteriori de 7. Par la formule de Bayes, on obtient :

- 1 ¢ (7 — o)
f(n|x,) xn "exp|—=) x| - exp (— :
(1] x5) ( 77’_2; ) 202

—
ddp a priori

vraisemblance
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Exemple : fiabilité composant (suite)

Loi a posteriori de 7. Par la formule de Bayes, on obtient :

1 — NRY!
f(n ] x,) o< " exp 0 ZX/ - exp (—(77770)> .
i—1

2
205

NV
vraisemblance ddp a priori

A Cette fois-ci on ne reconnait pas une densité « connue »

m évaluation numérique des intégrales

+o0o —12" ' _(n*ng)
f(xn) :/O nMeTn= e 0 dp

1

E(n | X,=x,) = —— L TRl e 25
n 22n 7 Z&n) T f(X) 0 n n n
Xn

Abus de notation (bis) : on utilise souvent la méme symbole (ici 1) pour noter un point de I'espace des
paramétres et la VA associée au paramétre.
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Exemple : fiabilité composant (suite)

Application numérique. 79 = 14.0, oo = 1.0 et valeur vraie : n = 11.4.

4
- -m(n)
35F
° f(n| 510)
3r —f(n | X100)
—f(n| 51000)
25F
f(n | X10000)
ok
15+
T %
05 /
0 AV~ —

10 n=11.4 770=14.0 17
Figure — Densité a priori de i et densités a posteriori pour 4 valeurs de n.
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Plan du cours

3 — Choisir une loi a priori



Plusieurs approches

Deux types de sources d'information a priori :
» données « historiques »,

> experts : connaissances subjectives, expertise métier, etc.

Sujets plus avancés (pas traités dans ce cours) :
» fusions de plusieurs sources d'information a priori,
loi a priori « peu informatives » ou « objectives »,

>
» loi a priori la plus défavorable (cf. minimax),
>
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

On dispose de données issues d'une premiére expérience :
» échantillon de ng = 20 observations,

» N = 15 boules blanches tirées.

24/42



Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

On dispose de données issues d'une premiére expérience :
» échantillon de ng = 20 observations,

» Ny = 15 boules blanches tirées.

Choix d'un a priori

On peut décider, par exemple, de choisir une loi Beta(ag, by),
avec ag = Np = 15 et bg = ng — Ny = 5.

Arguments en faveur de ce choix :

> la forme de la loi facilite les calculs (voir plus loin);

No .
no '

2 . o — —
» espérance : 7otbg — Po. avec po =

0 b Po(1—po)

3o bo ~ s 1 X
PRI e o variance de X, .

» variance : (
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Densité a priori Beta(15,5)

451

4l

351

3t

251
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Exemple : fiabilité composant

On dispose des informations suivantes :

» Le constructeur indique que la durée de vie des composantes
est de I'ordre de 179 = 6 mois.

» Un expert du domaine estime a ¢g = 10% la précision de
I'information fournie par le constructeur.

26/42



Exemple : fiabilité composant

On dispose des informations suivantes :

» Le constructeur indique que la durée de vie des composantes
est de |'ordre de 19 = 6 mois.

» Un expert du domaine estime a eg = 10% la précision de
I'information fournie par le constructeur.

Choix d'un a priori (élicitation)

On peut décider, par exemple, de choisir une loi .4 (1, 09),
tronquée a [0, +oo[, avec o9 = £o70/1.96.

Arguments en faveur de ce choix :
> L'a priori est (approx.) centré sur la valeur constructeur 7.
» ~ 95% de la proba a priori est portée par l'intervalle [0.979, 1.170].

» La forme choisie (gaussienne) et la valeur 95% sont arbitraires.
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A priori conjugués " facilitent les calculs!

Familles de lois a priori conjuguées

Une famille de lois (densités) est dite conjuguée pour un certain
modéle statistique si, pour toute loi a priori 7 dans cette famille, la
loi a posteriori 71X est encore dedans.

27/42



A priori conjugués " facilitent les calculs!

Familles de lois a priori conjuguées

Une famille de lois (densités) est dite conjuguée pour un certain
modeéle statistique si, pour toute loi a priori m dans cette famille, la
loi a posteriori fVIX est encore dedans.

Exemples.

>

>
>
| 2
| 2

échantillon Ber(0) + a priori béta,

2 connu 4+ a priori A sur p,

échantillon .4 (11, 0) avec  connu + a priori ZGT sur o2,

échantillon .4 (1, 0%) avec o

échantillon £(0) + a priori gamma,

T inverse gamma. Z ~ ZG si 1/Z suit une loi gamma.
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Plan du cours

4 — Estimateurs bayésiens



Estimateurs bayésiens

Objectif
Construire des estimateurs de n = g(f) prenant en compte

» les données x,

> et la loi a priori 7.
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Estimateurs bayésiens

On se donne une fonction de perte L: N x N — R.

P rappel : L(n,7}) est la perte si I'on estime 7j alors que la vraie valeur est 7.
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Estimateurs bayésiens

On se donne une fonction de perte L: N x N — R.

P rappel : L(n,7}) est la perte si I'on estime 7j alors que la vraie valeur est 7.
Définition : estimateur bayésien
Il minimise I'espérance a posteriori de la perte :

) = argmingen J(7], X)
avec

J(7i,x) = E(L(g(® ,ﬁ) \KZ&)
—/Lg ) FX(0 | x) p(6).
©
(v J est bien définie pour PX-presque tout x.)

Remarque : un tel estimateur minimise le risque bayésien R;.
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Perte quadratique

Considérons le cas de la perte quadratique L(1,7) = ||n — 7||*

/ 1&(8) — 72 F%(0 | x) p(d6).

Proposition

Dans ce cas, I'estimateur bayésien est

7 = E(g(9) | X) = /e 2(8) FX(8 | X) p(d6).

w7 est la moyenne a posteriori de 1.
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Perte quadratique

Considérons le cas de la perte quadratique L(n,7) = ||n — 7|*

)= [ 11£06) il 70 | 9 6).

Proposition

Dans ce cas, I'estimateur bayésien est

1= B X) = [ &0)F"X(0] X)s(e0)
w7 est la moyenne a posteriori de 1.

Remarque : on peut aussi |'écrire

A(x) = Jo 8(0) fo(x) 7(0) p(do) _ Jis 8(0) fo(x) 7(0) p(d6)
mnx fX(x f@ fa(x) 7(0) p(d0) .
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Avec un a priori ¥ ~ Beta(ag, by), on a vu que :
Y| X ~ Beta(N + ap,n— N+ bp)

avec N =37, X
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Avec un a priori ¥ ~ Beta(ag, by), on a vu que :
J|X ~ Beta(N + ag,n— N+ bp)

avec N =37, X.

L'espérance d'une loi Beta(a, b) étant 7, il vient :
A N + ag
0 =E@W|X) = ——.
W1X) n—+ ag + bg

Remarque : on retrouve les expressions de 0, et 6, ( ).
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2

Autre exemple : n-échantillon gaussien (o connu)

On montre (cf. TD 5) que si Xi,..., X, Sy (9,08)
» avec # € R (inconnu), o9 > 0 (connu),
> et )~ AN (p,72),

alors

2 2
T
nT +00 nT +00
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Autre exemple : n-échantillon gaussien (o2 connu)

On montre (cf. TD 5) que si Xi,..., X, Sy (9,08)
» avec # € R (inconnu), o9 > 0 (connu),
> et d ~ N (p,72),

alors

2 2
T
nT +00 nT +00

D'ou I'estimateur bayésien (pour la perte quadratique) :

I'IT2

A

(9 == )\ :SZ: ]. — )\ )\ P —
+ ( ) avec e
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Autre exemple : n-échantillon gaussien (o2 connu)

On montre (cf. TD 5) que si Xi,..., X, Sy (9,08)
» avec # € R (inconnu), o9 > 0 (connu),
> et d ~ N (p,72),

alors

2 2
T
nT +00 nT +00

D'ou I'estimateur bayésien (pour la perte quadratique) :

I'I7'2

A

(9 == /\ :SZ: ]. — /X )\ P —
+ ( ) avec e

Interprétation.
> quand n — oo, § ~ X (I'a priori n'a plus d'influence)

. o A o
» 3 n fini, quand L 1, 6 ~ u (données presque inutiles).
T
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Perte [1

Supposons pour simplifier que n = 0 € R.
Considérons la fonction de perte L(6, 0 }0 0}

5. = [ |08 £1%(0 1 ) p(00).

Proposition

Dans ce cas, |'estimateur bayésien § est tel que

/ FUX(0 | X) p(d6) / FIX(0 | X) p(dh) = % PX-ps..

m () est une médiane de la densité a posteriori de 9.
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Perte [1

Supposons pour simplifier que n = 0 € R.
Considérons la fonction de perte L(6, 0 }0 6}

5. = [ |08 £1%(0 1 ) p(00).

Proposition

Dans ce cas, |'estimateur bayésien § est tel que

/ FUX(0 | X) p(d6) / FIX(0 | X) p(dh) = % PX-ps..
m () est une médiane de la densité a posteriori de 9.

Remarque : lorsque 1 a une densité a posteriori symétrique, les deux
estimateurs bayésiens (perte L et perte L?) coincident.

Exemple : moyenne d’un n-échantillon gaussien, avec a priori gaussien.
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Exemple : boules blanches / boules rouges (suite)

Echantillon observé (n=5): x=(B,R,R,B,R).

A priori sur 6 : 9 ~ Beta(1,6), avec § =P(X; = B).
6
— ddp a priori : Beta(1,6)

St — ddp a posteriori : Beta(3,9)
4+

| Application numérique
3 (1) ~ 0.2359
2+ 3 é\(L2) - 025

| ‘
00 g(L) f(L2) 1
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5 — Exercices types
5.1 — Enoncés



Exercice 1 (loi exponentielle + a priori gamma)

Soient Xi,...,Xp i £(0) avec § € © =0, +o0|.

On munit 6 d'un a priori Gamma (ayg, 5o).

Questions
@® Montrer que I'a priori gamma est conjugué, et déterminer les
paramétres «, et 3, de la loi a posteriori.
@ Expliciter I'estimateur bayésien de 6, pour la perte quadratique.

@ Montrer que cet estimateur tend vers |'EMV si les paramétres
ag et By tendent vers une limite a préciser.
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Exercice 2 (risques maximal et risque bayésien)

Soient X1,..., X, iid Ber(6) avec §# € © =0, 1].

On veut estimer . L'objectif de cet exercice est de démontrer les
expressions des risques quadratiques bayésien et maximal de 6 = X,
annoncés au

Questions

@ Calculer le risque quadratique Ry ()_<) et en déduire le risque
maximal Rmax()_().

@ Calculer le risque bayésien Rgayes ()_() lorsque 7 est une
de paramétres a > 0 et b > 0.
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Corrigé de |'exercice 1

Remarque préliminaire : dans ce corrigé on s'autorise, comme c’est souvent le
cas en pratique, 3 noter de la méme maniére le paramétre « déterministe » 6 et

la variable aléatoire associée, notée 9 dans le cours.

i) On écrit la vraisemblance :
L(6;x) = f(x]6) H@e = gre i,

et la densité a priori :

(0) = B0’ pao—1 g=Bub o gao-1 g—fod
(o)

On en déduit la densité a posteriori par la formule de Bayes :

F(0]x) o L£(6;x) m(0) o goo+n e=0(Fot>Tx)
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Corrigé de |'exercice 1

La loi de 6 sachant X, ou loi a posteriori, est donc une loi gamma
de paramétres

> ap =g+ n,
> Bn=0o+ Y 1 X

ii) L'estimateur bayésien pour la perte quadratique est donné
I'espérance a posteriori de 6 sachant les observations :

Qp ag+n

EOIX) = 5, = ey X

iii) Cet estimateur tend vers I'EMV 1/X,, lorsque les paramétres ap
et [y tendent vers zéro.
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Corrigé de |'exercice 2

i) X est un estimateur sans biais de § = Ey (X1), donc

R@(X) = varg ()_<) = %varg(Xl) = 0(1,7_9)

La fonction 6 — Ry (GA) est un polynéme de degré deux en € qui
atteint sont maximum en 6 = % d'oun :

Rmax(X) = —.

ii) Soit B(a, b) = (a)[(b) /T(a+ b).
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Corrigé de |'exercice 2

Le risque bayésien pour m = Beta(a, b) vaut :

RBayes,ﬂ(X) = /Rg(é) 7T(d9)

— 19(1_9) 1 a—1 _ p\b-1
—/O - sep A0

1 ! "
= —(/—— 0% (1—0)° do
nB(a,b)/O (1-6)
B(a+1,b+1) 1 ab
n B(a, b)  n(a+b+1)(a+b)

En particulier,
> Pour m =Up 1) = Beta(1,1), Reayes,r(X) = &

6n
> Pour m = Beta(1,6), Reayes,r(X) = 5.
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La famille des lois béta

Soit X ~ Beta(a, b) avec (a, b) = 6 € (R})’. Sa densité est :

ra+b) .4 b—1
= —— 1 — ]l o
fo(x) F(2)7 (b) x* (1 —-x) j0,11(x)
Moments Cas particulier
> moyenne : Ep(X) = 375 > U1 = Beta(1,1)
» variance : varg(X) = m

Propriétés

> Si X ~ Beta(a, 1), alors —log(X) ~ & ().

a

> Si X ~T(a,A), Y ~T(bA), et X LY, alors 25 ~ Beta(a, b).
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La famille des lois gamma

On dit que X suit la loi [(p, \), de paramétres p > 0 et A\ > 0, si elle
admet pour densité de probabilité

p
f(x) = F>(\p) xP~1 exp(—Ax) 1g+ (x)
Moments Cas particuliers
> moyenne : Eg(X) = £ > EN)=T(p=1,])
> variance : varg(X) = % > r(p:g,Azg):x2(n)

Propriétés

» Soit a > 0. Si X ~[(p, ), alors aX ~ T (p, %)

» Si X et Y sont indépendantes, avec X ~ '(p,A) et Y ~ (g, \),
alors X+ Y ~T(p+q, ).
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